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INTRODUCTION. 


J'avais conçu depuis long-temps un vif desir de 
contribuer de tout mon pouvoir à l’avancement des 
sciences dont l'étude a fait l’une des plus heureuses 
occupations de ma vie; mais J'étais encore incertain 
sur la marche que j'avais à suivre pour atteindre ce 
but, lorsque plusieurs savants qui veulent bien 
m’honorer de leur amitié se réunirent pour me per- 
suader que je rendrais un service éminent à l’ensei- 
gnement des mathématiques si j'arrivais à popula- 
riser les belles et rigoureuses méthodes du plus 
habile de nos géomètres. Je me suis laissé convain- 
cre sans effort; J'avais eu moi-même cette pensée ; 
je savais d’ailleurs que M. Cauchy, qui, à la qualité 
glorieuse d'élève, me permet d'ajouter celle plus 
glorieuse encore d’ami, m’accepterait volontiers 
pour intermédiaire et pour écho dans ses savantes 
communications avec le public. 


XIV INTRODUCTION. 


On apprécie généralement les grands et beaux 
travaux de M. Cauchy sur la théorie des nombres, 
sur la mécanique céleste, et sur la théorie de la lu- 
mière. Le monde savant a applaudi et applaudit 
bien plus encore aujourd’hui aux admirables mé- 
moires par lesquels il a reculé toutes les limites de 
la science; mais il me semble qu’on ignore ce que 
l’enseignement classique des mathématiques lui doit 
de perfectionnements inespérés. Depuis plus de 
trente-quatre ans, celui qu'on affectait naguère 
d'appeler un jeune professeur, n’a pas cessé de 
combler quelqu’une des lacunes que présente l’en- 
seignement élémentaire des sciences. On l’a vu 
chaque année substituer des méthodes simples et 
rigoureuses aux méthodes empiriques et incom- 
plètes que l’on gémit de rencontrer jusque dans 
des auteurs très estimés. La justice et la reconnais- 
sance me font un devoir de prouver ce que j'avance. 

M. Cauchy a rédigé sur des bases nouvelles , et 
l’on sait à quelle occasion , des traités élémentaires 
d’Arithmétique et de Géométrie; on aime à voir un 
grand génie, inspiré par un noble dévouement, 
suspendre la poursuite de ses brillantes découvertes 
pour rendre accessibles à un jeune et royal exilé 
les importants secrets des sciences. 

Si de l’arithmétique et de la géométrie nous pas- 
sons à l’algèbre et à l'analyse algébrique, nous ver- 
rons M. Cauchy lutter sans cesse contre des difficul- 
tés qui, jusqu’à lui, avaient semblé grandir avec la 
science. Il commence d’abord par substituer des dé- 
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finitions précises, des démonstrations rigoureuses , 
aux paralogismes et aux cercles vicieux qui servent 
malheureusement d’introduction au plus grand 
nombre des traités d'analyse; puis c’est une succes- 
sion non interrompue d'améliorations longtemps 
attendues en vain. La science reçoit de lui tour à 
tour, 1° une méthode générale de résolution dr 

nombre quelconque d’équations du premier Fes 
à plusieurs inconnues, méthode plus élégante et 
plus facile que celle de Laplace; 2° une théorie nou- 
velle et très simple des combinaisons et des nombres 
figurés que MM. Mayer et Choquet ont introduite en 
partie dans leur Traité d’Algebre; 3° une démonstra- 
tion , aussi élémentaire qu’elle peut l’être, du théo- 
rème fondamental que toute équation a une racine ; 
4° une théorie très ingénieuse des fonctions symé- 
triques, qui permet de calculer directement, à l’aide 
de simples divisions algébriques, une fonction sy- 
métrique quelconque des racines d’une équation 
_ donnée; 5° un moyen sür d'éviter l’équation aux 
carrés des différences et d'obtenir immédiatement, 
par un calcul arithmétique, quand Îles coefficients 
de l'équation primitive sont des nombres entiers, 
une limite inférieure à la plus petite différence entre 
les racines réelles de cette équation ou entre les mo- 
dules de ses racines imaginaires ; 6° la premiere so- 
lution connue du problème proposé par Lagrange 
sur la détermination exacte du nombre des racines 
réelles d’une équation algébrique; 7° une théorie en- 
tiérement neuve, conduisant à des démonstrations 
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simples et directes des beaux théorèmes de Desear- 
tes, de Dubuat, de Budan, de Fourier et de Sturm, 
sur la détermination exacte ou approchée des raci- 
nes réelles d’une équation donnée; 7°un théorème 
nouveau et vraiment extraordinaire, qui donne le 
nombre des racines imaginaires dont la partie réelle 
et la partie imaginaire sont comprises entre des li- 
mites données, théorème qui contient, comme cas 
particulier , le théorème de Sturm et tous les théo- 
rémes analogues; 8° une méthode rigoureuse pour 
le calcul par approximations successives des racines 
d’une équation numérique quelconque : cette mé- 
thode, qui se réduit à celle de Newton quand cette 
dernière est applicable, donne réellement à chaque 
opération une approximation plus grande; 9° des 
considérations importantes sur la convergence des 
séries, et deux règles très simples pour l’apprécia- 
tion de cette convergence; 10° la solution d’un 
grand nombre de questions difficiles d’analyse. 


Je me propose de réunir sous peu de jours, 
dans un petit volume , l’ensemble de ces perfection- 
nements; ce sera une exposition nouvelle et très 
élémentaire de la théorie générale des équations, et 
du grand problème de la résolution des équations 
numériques. 

Nous devons encore à M. Cauchy une rédaction 
complétement neuve des deux trigonométries rec- 
tiligne et sphérique, et de l'application de l’algebre 
à la géométrie. Il a eu l’heureuse idée de ramener 
l’étude des lignes et des surfaces du second degré à la 
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discussion facile et simple d’une équation à trois ter- 
mes r°+2tr+u—k—o.1ïlsuffit alors de quelques rai- 
sonnements évidents, de quelques calculs élégants, 
sans transformation aucune des coordonnées, pour 
faire ressortir toutes les propriétés de ces lignes et 
de ces surfaces. S’il s’agit par exemple des surfaces 
du second degré, on arrive dans deux ou trois le- 
cons, en suivant une marche très uniforme et tout-à- 
fait analytique, aux équations du centre, du plan 
diamétral, des plans diamétraux principaux, des 
axes principaux, du plan tangent, des sections rec- 
tilignes , des sections circulaires, des foyers ; aux re- 
lations qui unissent les axes principaux aux diamè- 
tres conjugués , etc., etc. Il me tarde aussi, en 
publiant cette admirable méthode, de simplifier 
l’enseignement de la géométrie analytique. 


Quant à ce qui concerne les traités de Calcul dif- 
férentiel, de Calcul intégral et de Mécanique dont 
j'entreprends aujourd'hui la publication, il suffira 
de les parcourir pour se convaincre qu’ils différent 
totalement des traités publiés par d’autres auteurs, 
qu’ils sont presque en entier l’œuvre de lillustre 
géomètre. Quand il emprunte à ses devanciers les 
énoncés des théorèmes, le mode au moins de démons- 
tration est à lui. On verra mieux ce qui lui appar- 
tient plus en propre dans l'analyse que je placerai à 
la tête de chacun des volumes de cet ouvrage. Je 
n'ai à m'occuper aujourd’hui que du Calcul diffé- 
rentiel. 

Ce Traité doit être regardé comme une édition 

j'R à b 
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nouvelle, mais considérablement augmentée, des 
Lecons de M. Cauchy. Je lai fait aussi complet 
qu'il m'a été possible; ce n'était pas assez qu'il 
füt au niveau de la science telle que l'avaient faite 
jusqu'ici les traités classiques; ces traités ne prépa- 
raient pas suffisamment à la lecture des ouvrages 
des grands maîtres; il fallait nécessairement donner 
à l’enseignement un nouvel. essor : j'ai essayé de le 
faire. J’ai fait entrer dans la composition de ce pre- 
mier volume les ouvrages suivants de M. Cauchy : 
1° les Leçons sur le Calcul différentiel, deuxième 
édition, Paris, 1829; 2° les Leçons sur l'application 
du Calcul infinitésimal à la Géométrie, t. 1°’, Pa- 
ris, 1826; 3° un Mémoire publié dans le troisième 
volume des Exercices de mathématiques, sur les 
surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant 
dans l’espace, des lignes droites ou courbes de 
forme constante ou variable; 4° un Mémoire sur la 
théorie des suites et les lois de leur convergence, 
imprimé d’abord dans les Comptes rendus de l’Aca- 
démie des Sciences, et plus tard, avec des additions 
importantes , dans la neuvième livraison des Exer- 
cices d'Analyse et de Physique mathématique ; 5° un 
Mémoire sur l’interpolation, d’abord lithographié, 
puis inséré dans le troisième volume du Journal de 
Mathématiques de M. Liouville; 6° divers Mémoi- 
res sur le calcul des résidus, faisant partie des £xer- 
cices demathématiques ; 7° un Traitéinédit du calcul 
aux différences finies; 8° enfin un cahier manus- 
crit que M. Cauchy a bien voulu me confier, et qui 
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devait former le troisième volume des Æpplications 
du Calcul infinitésimal à la Géométrie. L'ensemble 
de ces Traités et Mémoires formait plus de 1040 
pages in-4°; pour le resserrer dans les limites d’un 
seul volume in-8°, il a fallu changer presque en- 
tièrement la rédaction. J'avais à |a rendre à la fois 
plus concise et plus élémentaire; puissé-je avoir 
réussi! 

Ce qui, je l’espere, attirera surtout l'attention 
dans ce nouvel ouvrage, c’est la rigueur et a netteté 
des démonstrations. La rigueur est le caractère , j’o- 
serais presque dire le caractère distinctif de la ma- 
nière de M. Cauchy; son esprit éminemment exact 
et pénétrant n’a jamais pu s’accommoder de ces 
demi-preuves auxquelles tant d’autres géomètres se 
sont résignés. Cette rigueur n'est pas ennemie de la 
simplicité, elle en est au contraire la compagne insé- 
parable. Une démonstration incomplète est une dif. 
ficulté cachée, mais non résolue, qui tôt ou tard se 
fera jour et deviendra la source de difficultés plus 
grandes encore; une preuve rigoureuse est toujours, 
au contraire,unedifficulté vaincue. Avant que M .Cau- 
chy publiätses Traités, les démonstrations des théorée- 

.mes fondamentaux du Calcul différentiel reposaient 
trop souvent sur la considération de certaines séries 
que l’on employait sans discernement, sans avoir pu 
s'assurer qu’elles étaient convergentes, ou qu’elles 
étaient l’expression exacte des fonctions qui sem- 
blaïent leur avoir donné naissance. C'était un vérita- 
ble abus contre lequel M. Cauchy n’a pas cessé de 


lue: 
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réclamer ; il n'a jamais eu recours à un développe- 
ment en série sans avoir d’abord mis en évidence sa 
possibilité, sa forme, sa convergence , son existence 
er un mot, comme expression de telle fonction 
donnée. Je crois pouvoir affirmer sans crainte qu’en 
étudiant ou en enseignant ces Leçons, on ne rencon- 
trera pas une seule démonstration qui ne satisfasse 
pleinement l'esprit. Je suis même convaincu que des 
qu’on sesera familiarisé avec les notations, d’ailleurs 
très simples et très élégantes, de M. Cauchy, onsera 
forcé de reconnaitre que ses méthodes sont les plus 
élémentaires de toutes. 

J'ai cru devoir prendre pour base et pour point 
de départ du Calcul différentiel la considération de 
la fonction dérivée, dont on se fait toujours une idée 
nette et précise en disant qu’elle est la limite du rap- 
port de l’accroissement de la fonction à l’accroisse- 
ment de la variable indépendante. De la définition 
de la dérivée je passe à la différentielle, qui est le 
produit de la dérivée par l’accroissement arbitraire 
attribué à la variable indépendante. Je n'ai pas craint 
de dire que cette différentielle, regardée par Euler 
comme rigoureusement égale à o, est en réalité une 
quantité indéterminée finie ou indéfiniment petite , 
suivant que l'accroissement arbitraire attribué à la va- 
riableindépendante est lui-même fini ou indéfiniment 
petit : de fait cependant, dans le calcul différentiel 
considéré comme distinct du calcul aux différences 
finies, la différentielle est toujours une quantité très 
petite. M. Cauchy a cru, dans ces dernières années, 


INTRODUCTION. XX] 


devoir donner de la différentielle une définition di- 
recte, immédiate, indépendante de la considération 
des fonctions dérivées. Se rapprochant des idées de 
Maclaurin et de d’Alembert, il appelle différentielles 
des quantités dont les rapports sont équivalents aux 
dernières raisons des accroissements que peuvent 
prendre simultanément les variables. En partant de 
cette définition on peut‘calculer les différentielles 
sans passer par les dérivées, comme je l'ai fait voir 
avec détail dans la quatorzième leçon; mais je nai 
pas voulu la prendre pour point de départ : elle 
n’est réellement avantageuse que lorsqu'il est ques- 
tion des fonctions de plusieurs variables indépen- 
dantes; j'aurais craint, en l’employant trop tôt, de 
jeter quelque obscurité sur les principes du Calcul 
différentiel qu'il importait tant d’éclaircir. 

On verra que je me suis efforcé de faire compren- 
dre parfaitement le sens des notations du Calcul dif- 
férentiel et de leur enlever tout ce qu’elles pouvaient 
présenter d’obscur où d’ambigu. Je regrette de n’a- 


voir pas banni complétement de ces leçons les no- 


L à d d d L 
tations vagues et incommodes 7, dx, =, —, 
Le, dx dx dy 


dz dz dy 
dx ee dy . 
jus tranchées y;=D, y, cor D 7,2 
Me, d,7, étc. 

Me le développement des fonctions en séries 
n'est qu'une des nombreuses applications du Calcnl 
différentiel, j'ai cru, toujours en suivant M. Cau- 
chy, et quoique l’opinion contraire ait été soutenue 


dx, pour leur substituer les notations 
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par Lagrange, dans son remarquable et célèbre ou- 
vrage sur le calcul des fonctions, qu’il importait 
d'établir les principes fondamentaux de cette bran- 
che importante de lanalyse, indépendamment de 
ce développement ou indépendamment de Ja for- 
mule de Taylor. M. Cauchy ramène dans tous les 
cas le calcul des dérivées à la considération des 
valeurs que prennent pour æ — o les trois ex- 


I 
É L(i+zx) sinx 
? x 


pressions (1 + x 3 cette méthode 





parait au premier abord trop subtile, elle n’est réel- 
lement qu'ingénieuse, et il est presque impossible 
de l’éviter sans tomber dans quelque cercle vicieux, 
ou sans cesser de marcher du simple ‘au composé. 
Il est d’ailleurs utile de montrer de bonne heure 
aux élèves le parti qu’on peut tirer d’une heureuse 
transformation analytique. Dans une Note sur la li- 
mite de I +2), insérée dans le dernier numéro du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
M. Liouville dénonce comme insuffisantes les dé- 
monstrations dont on fait ordinairement usage pour 
prouver que cette limite a pour valeur le nonibre 


Ï I À « # 
e— 1+-+— + etc. Jaime à croire que cette 
) I 12 s 


observation ne s’étend pas à la marche suivie par. 
M. Cauchy, et que M. Liouviile, dans sa pen- 
sée du moins, a fait une exception en faveur de 
son illustre confrère. Dans tous les cas, comme 
cette limite est pour M. Cauchy la base du Calcul 
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différentiel, je ne puis me dispenser de faire res- 
sortir en peu de mots la rigoureuse exactitude de 
sa méRoge. I n’a pas à prouver que la limite de 


l'expression | { Fi :) est égale au nombre e, cette vé- 


rité est pour lui le résultat d’une définition, car 
il appelle e cette limite, qui, toujours la même 
quel que soit, positif ou négatif, entier ou fraction- 
naire, est une quantité finie plus grande que 2 et 
plus petite que 3. La seule chose à démontrer, pour 
M. Cauchy, c’est que le ROUTE, e ainsi défini est 


égal à la somme 1 + - LE RARES ;“+etc. ,cequ'il 


fait très DUR dent na “de avoir prouvé 





que la série e* — 1 + + # AG etc... est conver- 
gente quel que soit x, te fie HSE 

Au point de vue où je me suis placé avec M. Cau- 
chy, la cinquième leçon, sur les relations qui existent 
entre les fonctions d’une seule variable et leurs dé- 
rivées, est la plus essentielle de toutes. Elle contient 
réellement en germe le Calcul différentiel et leCalcui 
intégral tout entier, avec leurs plus importantes ap- 
plications. Quand les élèves l’auront bien comprise, 
rien ne pourra plus les arrèter. Les démonstrations 
des deux théorèmes fondamentaux de cette leçon 
me semblent ne laisser rien à desirer sous le rapport 
de la simplicité et de la clarté; elles demandent ce- 
péñdant à être l’objet d’une étude sérieuse, car la 
généralité de ces théorèmes leur donne je ne sais 
quelle apparence d’abstraction qui effraie au pre- 
mier abord. 
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J'ai rangé dans le meilleur ordre possible les ap- 
plications analytiques du Calcul différentiel; on 
n’étudiera pas sans intérêt et sans fruit la leçon sur 
les quantités infiniment petites, et les règles dont 
l’ensemble constitue la méthode infinitésimale. Dans 
les dernières années de sa vie, le grand géomètre 
enlevé trop tôt à la France, dont il faisait la gloire, 
M. Poisson, déclara la guerre à la théorie des fonc- 
tions telle que l’avait faite le génie de Lagrange, et 
s’arma de toute sa puissance pour ramener le monde 
savant à la méthode infinitésimale. Il affirma que 
les infiniment petits ne sont passeulement un moyen 
d'investigation imaginé par les géomètres, mais 
qu'ils ont une existence réelle, c’est-à-dire qu'il 
existe des grandeurs qui ne sont point nulles, qui 
même peuvent être doubles, triples, quadruples 
d’autres grandeurs , et sont cependant moindres ac- 
tuellement que toute grandeur donnée. Quoique 
appuyées d’une si imposante autorité, ces assertions 
furent vivement combattues et repoussées : elles 
n’énonçaient pas seulement un mystère dont la 
raison aurait pu s’effrayer sans avoir le droit de le 
rejeter; beaucoup d’esprits judicieux y virent une 
évidente impossibilité. En effet, ou ces grandeurs, 
plus petites que toute grandeur donnée, sont encore 
étendues et divisibles, ou elles sont simples et indi- 
visibles : dans le premier cas leur existence est une 
chimère, puisque, nécessairement plus grandes que 
leur moitié, leur quart, etc., elles ne sont pas 
moindres actuellement que toute grandeur donnée; 
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dans la seconde hypothèse, elles ne seraient plus des 
grandeurs mathématiques, les adopter, ce serait 
renoncer à l’idée du continu divisible à l'infini, 
point de départ nécessaire et fondement de toutes 
les sciences mathématiques. Quelques applications 
moins heureuses de ces principes, dont le plus grand 
inconvénient était de ramener trop ouvertement la 
science à son berceau, firent mieux comprendre 
la nécessité des méthodes plus rigoureuses dont 
MM. Poinsot et Cauchy s'étaient faits les défenseurs. 
Pour ces géomètres, un infiniment petit n’est qu’une 
quantité variable ou indéterminée qui a zéro pour 
limite, qui peut décroitre indéfiniment sans s’arré- 
ter à une valeur appréciable; une quantité qui, prise 
isolément, peut être conçue plus petite que toute 
quantité donnée. Il suffit de cette définition pour 
mettre hors de doute les règles fondamentales de la 
méthodeinfinitésimale. Convenablement appliquées, 
ces règles ne peuvent pas égarer; si j'ai évité d’en 
faire usage, c’est uniquement parce que leur em- 
ploi entraine nécessairement des considérations pré- 
liminaires assez délicates, qui font perdre à la mé- 
thode infinitésimale le seul avantage qu’on semblait 
ne pouvoir pas lui disputer, la promptitude avec la- 
quelle elle conduit au but. Pour faire mieux com- 
prendre ma pensée, je me hâte de recourir à un 
exemple. Si l’on veut obtenir par la méthode infini- 
tésimale la différentielle de l'arc s d’une courbe, il ne 
suffit pas de remarquer que l'accroissement As de 
larc étant sensiblement égal à sa corde , on à 
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PT RUN ESS AS AY? 
over, “2 Vi 
* RARE Ax?? 
ds 


Vitry", ds = V/ dr? + dy?. 


Pour que cette marche soit admissible, il faut néces- 
sairement démontrer avant tout que l’accroissement 
de l'arc diffère de la corde d’une quantité infini- 
ment petite du second ordre, ou du moins que le 
rapport de l’accroissement de l’arc à sa corde a pour 
limite l’unité. Entravée par cette démonstration et 
ramenée aux proportions de la méthode que nous 
avons adoptée dans notre Traité, la méthode infini- 
tésimale devient, ce semble, rigoureuse, mais en, ces- 
sant d’être expéditive , et l’on est forcé de convenir 
que, très avantageuse quand il s’agit de prévoir ou 
de retrouver les résultats, elle ne constitue pas à 
elle seule une méthode d’exposition suffisamment 
exacte et classique. 

Pour me conformer à un usage recu et distinguer 
l’une de l’autre les formules qui donnent les déve- 
loppements de F(x + À) suivant les puissances as- 
cendantes de L, et de F(x) suivant les puissances as- 
cendantes de x, j'ai appelé la première formule de 
Taylor, la seconde formule de Maclaurin ; mais en 
réalité la gloire de ces deux formules, qu’on a voulu 
aussi attribuer à un autre géomètre anglais, ap- 
partient tout entière à Taylor, comme le recon- 
naissent ouvertement Maclaurin et Stirling dans 
plusieurs endroits de leurs ouvrages. 

Après la démonstration si simple et si mgénieuse 
que M. Cauchy a donnée de ces deux formules fon- 
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damentales, je ne concevrais pas qu’on püt recourir 
encore à la méthode trop imparfaite et trop inexacte 
des coefficients indéterminés, qui suppose tout et 
prouve seulement que dans tous les cas où les fonc- 
tions F(x) et F(x + 2) pourront être exprimées 
par des séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de x ou de h, ces séries 
coïincideront avec la série de Maclaurin ou avec la 
série de Taylor. 

On renvoie ordinairement au ul intégral la 
décomposition des fractions rationnelles en frac- 
tions simples, et pour effectuer cette décomposition 
on a recours encore à la mauvaise méthode des coef- 
ficients indéterminés; M. Cauchy a montré depuis 
long-temps que cette décomposition est une simple 
extension de laformule de Taylor au cas où la fonc- 
tion qu'il s’agit de développer, suivant les puissances 
ascendantes de x — a, devient infinie pour x = a. 

La douzième leçon, sur les formules de Moivre, 
sur la définition ou la détermination du sens qu’il 
faut attacher aux expressions x‘, A7, Lx, sinx, 
cosæ, dans le cas où la variable x prend une valeur 
imaginaire, mérite aussi beaucoup d’attention. Les 
notions qui s’y trouvent réunies sont malheureuse- 
ment fort peu répandues, et je regrette de n’avoir pas 
pu entrer à ce sujet dans de plus grands détails, que 
l’on trouvera du reste dans l’analyse algébrique de 
M. Cauchy. 

Je me félicité d’avoir pu, dans la dix-septième 
leçon, donner une démonstration élémentaire de 


Xxvii] INTRODUCTION. 


cet admirable théorème de M. Cauchy, qui ra- 
mène la loi de convergence des séries à la loi de 
continuité des fonctions qui leur ont donné nais- 
sance , et suivant lequel une fonction quelconque, 
réelle ou imaginaire, d’une variable réelle ou ima- 
ginaire xæ,-est développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, 
tant que le module de cette variable conserve une 
valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction et 
sa dérivée cessent d’être finies et continues, c’est-à- 
dire cessent de prendre pour chaque valeur de la 
variable une valeur unique et finie, croissant ou dé- 
croissant infiniment peu avec cette même variable. 
Ce beau théorème, en ramenant le développement 
d’une fonction quelconque F(x) à celui de l’expres- 


. \ . Z . [4 » . 
sion très simple Et fournit, 1° une démonstration 
Fi Cmmanc * à 


très remarquable de la formule de Taylor; 2° une 
expression nouvelle du reste de cette série. Il s'étend 
d’ailleurs avec une extrême facilité au cas de plu- 
sieurs variables indépendantes. 

On ne trouve dans aucun ouvrage élémentaire 
la démonstration de la belle série donnée par La- 
grange pour le développement des fonctions impli- 
cites ; il faut même nécessairement convenir que les 
raisonnements par lesquels on a essayé jusqu'ici d’é- 
tablir cette série laissent beaucoup à desirer; on 
admettait sans preuves la possibilité et la forme de 
ce développement, on prétendait mettre son exis- 
tence hors de doute, indépendamment de la considé- 
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ration des valeurs attribuées à la variable, ce qui ne 
peut être, puisque la série n’estconvergente qu'entre 
certaines limites quelquefois très rapprochées. Il 
m'en aurait trop coûté. de laisser dans l’enseigne- 
ment une si grande lacune; cédant à mes vives ins- 
tances, M: Cauchy, pour qui lutter contre une dif- 
ficulté est déjà l’avoir vaincue, est heureusement 
parvenu à étendre aux fonctions implicites les regles 
_ de convergence qu’il avait établies pour les fonctions 
explicites, et à donner de la série de Lagrange une 
démonstration aussi neuve que rigoureuse, qui, je 
n’en doute pas, sera bien accueillie de tous les géo- 
mètres. L'application qu’il a faite de cette théorie 
nouvelle à une question importante, résolue avec de 
grands efforts par le célèbre Laplace dans deux 
longs Mémoires, mettra mieux en évidence ses im- 
menses avantages. 

On a souvent besoin, dans la théorie du contact 
des courbes et dans la solution de plusieurs autres 
questions d’analyse, de comparer entre elles les dé- 
rivées de deux ou de plusieurs variables indépendan- 
tes prises successivement par rapport à diverses va- 
riables considérées comme indépendantes. Les bases 
de cette comparaison manquent dans la plupart des 
ouvrages élémentaires, j'ai essayé de la rendre ri- 
goureuse et facile à l’aide d’une suite de théorèmes 
importants dont l’ensemble forme la première partie 
de la dix-neuvième leçon. Pour ne renvoyer au Cal- 
cul intégral rien de ce qui appartient proprement 
au Calcul différentiel, j'ai pris soin, dans cette même 
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leçon , d'établir les principes et les formules qui ser- 
vent à l’élimination des constantes ou des fonctions 
arbitraires avec l’aide d’un certain nombre de dif- 
férentiations. 

Je ne m’étendrai pas, dans cette Introduction, sur 
la seconde partie du Calcul différentiel ; elle est, plus 
encore que la première, l'ouvrage de M. Cauchy; 
dans l'impossibilité de mieux faire, j'ai dusouvent me 
borner à le copier. Après m'être ainsi effacé, j'aurai 
acquis le droit de dire que l’ensemble de ces applica- 
tions géométriques me semble véritablement un chef- 
d'œuvre. Je ne crois pas qu’on puisse concevoir plus 
de précision et de clarté dans les définitions, plus 
de simplicité et de rigueur dans les démonstrations, 
plus d'élégance et de rapidité dans les transforma- 
tions analytiques. Dans ce bel ensemble, je recom- 
manderai comme plus spécialement dignes d’at- 
tention, 1° les considérations si ingénieuses par 
lesquelles M. Cauchy est parvenu à établir les équa- 
tions que doivent vérifier les coordonnées des points 
singuliers ; 2° la recherche de la courbure, du rayon 
de courbure et du centre de courbure d’une courbe 
plane ou quelconque; 3° l'appréciation du contact 
des courbes ou des surfaces courbes; 4° la détermi- 
nation des rayons de courbure et des lignes de cour- 
bure des surfaces; 5° la recherche des équations 
finies ou aux différentielles partielles, des surfaces 
que peuvent engendrer en se mouvant dans l’espace 
des lignes droites et courbes de forme constante ou 
variable, soit que ces surfaces doivent passer par 
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une directrice déterminée, soit qu’elles doivent être 
circonscrites à une surface donnée ; 6° enfin la théo- 
rie des lignes et des surfaces enveloppes. 

Le calcul des résidus, création de M. Cauchy, 
est devenu entre ses mains un puissant instrument 
d’investigations nouvelles et profondes. Il en a dé- 
duit des procédés rapides pour la détermination 
d’un nombre immense d’intégrales définies et des 
méthodes d'intégration spécialement applicables aux 
équations que lon rencontre le plus souvent dans 
la solution des problèmes de physique mathéma- 
tique. J’ai cru dès-lors rendre service aux géomètres 
en ajoutant une lecon sur les principes élémentaires 
de ce calcul, complément nécessaire du Calcul dif- 
férentiel. Le calcul direct aux différences finies avait 
aussi naturellement sa place dans ce premier volume; 
J'ai été heureux de trouver dans les manuscrits de 
M. Cauchy tous les matériaux de la quarante-cin- 
quième lecon. On verra avec plaisir comment 
M. Cauchy, après avoir ramené la recherche de la 
différence finie de l’ordre 7 au cas très simple où la 
fonction donnée F{x) est égale à a”, déduit les deux 
formules fondamentales du calcul aux différences 
finies de la considération des équations symboliques. 

Deux Notes enfin complètent ce volume. La pre- 
mière a pour objet les formules nouvelles d’interpo- 
lation de M. Cauchy, qui sont peut-être l’un de ses 
plus beaux titres de gloire, et qui bientôt, je l’es- 
pere, seront exclusivement adoptées, parce qu’elles 
peuvent seules résoudre le problème de l’interpola- 
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tion avec une approximation certaine et suffisante . 

Je n'aurais pas assez fait pour la clarté de cet ou- 
vrage si je ne donnais pas quelques explications au 
sujet d’un procédé d'élimination employé presque à 
chaque page et à l’aide duquel on échappe souvent 
à d'immenses calculs. Quand il s’agit de déduire. 
d’un certain nombre d’équations les valeurs d’un 
nombre égal d’inconnues, M. Cauchy a presque 
toujours soin de ramener ces équations à une suite 
de fractions égales dont les numérateurs, toutes les 
fois que la chose est possible, renferment la pre- 
mière puissance d’une seule des inconnues. Cette 
transformation faite, il achève l'élimination avec une 
dextérité admirable, en égalant chacune de ces frac- 
tions multipliée, s’il est nécessaire, par un facteur 
convenablement choisi, au rapport que l’on obtient 
en divisant la somme des numérateurs par la somme 
des dénominateurs, ou la racine carrée de la somme 
des carrés des numérateurs par la racine carrée de 
la somme des carrés des dénominateurs. Le choix 
des facteurs n’est jamais entièrement arbitraire ni 
par conséquent difficile, parce que les équations 
mêmes de la question indiquent toujours ce qu'ils 
doivent être. Pour mieux faire comprendre cette 
méthode si ingénieuse et si féconde, reprenons un 
instant l’exemple de la page 270. Il s’agit de trouver 
le rayon de courbure et les coordonnées polaires 
du centre de courbure, d’une courbe plane quel- 
conque; les trois inconnues r,, 4, et p doivent satis- 
faire à l'équation du cercle osculateur et à ses équa- 


INTRODUCTION. XXXII } 


tions différentielles du premier et du second ordre : 
ces trois équations peuvent se mettre sous la forme 
(a) [r, sin(w — u,)| + [r, cos(u—u;)— rP = p?, 
(2) rr, Sin(u — u,) du — [r, cos(u — u,;)—r] dr = 0, 
(3) r, sin(u —u,)[rd?u + adudr] 
—[r,cos(u—u,)—r\d?r—rdu?)=—(dr +7 du); 


on tire de la seconde 


T1 COS(4 —u;)—1  r,Sin(u —u;) 
rdu LES dr j 


Les inconnues r,, uw, ne sontpasiciau premier degré, 
mais il est facile de voir que dès qu'on aura 
r, cos (4 — u,) etr, sin(a — w,), on aura immédiate- 
ment r, — Vr?cos?(u — u,)+ r?sin(w— u,) et 
sin(x — w,) ou cos(u — u,), et par suite z,. De 
plus l'équation (1) montre qu’en divisant la racine 
carrée de la somme des carrés des numérateurs des 
fractions qui précèdent par la racine carrée de la 
somme des carrés des dénominateurs, on aura le 
TEEN PPa Te 
V/dr? + r° du? 
teur renferme la troisième imconnue p au premier 
degré. Enfin si, ayant égard à l’équation (3), et 
apres avoir multiplié haut et bas la première des frac- 
tions par d?r — rdu?, la seconde par rd°?u + 2dudr, 
on divise la somme des numérateurs par la somme 
des dénominateurs, les inconnues r, et 4, disparai- 
tront et l’on obtiendra le rapport 


rapport très simple , dont le numéra- 


, dr? + r'du? 
r(drd?u — dud?r) +(2dr? + r°du?) du ? 
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qui servira immédiatement au calcul des trois in- 
connues. Cet exemple suffit pour montrer, dans 
tous les cas, la marche à suivre. Il est bien choisi, 
car l'élimination que nous venons de faire aurait été 
trop pénible par d’autres procédés. 

Les théorèmes sur lesquels reposent cette mé- 
thode d'élimination de M. Cauchy sont d’ailleurs 
évidents, car des équations 


[44 a 
MAO TA pr — etc 
on tire 
a (44 y € 
hé de 7e a —bT a" —= br, etc., 


a+a +a”"+etc. a _ a. 
rt HD DAV TROT 


ù at at Ma, __aa+a'æ"+a"a” a a’ 
A 7 PE NC ENT PE ne à. 
30 A PS a?+ a? + a”1+etc. 

tbebai To baTUEP TI TN PREPEEL T 

a sain a RÉEL + a+ a"? + etc. 
D D 20e + D +73 Letc.' 


En faisant ressortir ce que j'ai trouvé de neuf 
et de vraiment admirable dans les travaux de 
M. Cauchy, j'ai accompli un devoir sacré, jai 
répondu au premier besoin de mon cœur. Qu'il 
me soit permis en finissant d'exprimer ma recon- 
naissance à quelques savants qui m'ont été gran- 
dement utiles par leurs bienveillants conseils ou par 
leurs écrits : à M. Lacroix, le doyen de cette géné- 
ration de géomètres qui a conquis tant de gloire à 
notre France , et qui, par ses ouvrages si répandus, 
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fut mon premier maître; à M. Poinsot, qui nous a 
donné dans sa Statique un modèle incomparable de 
rédaction claire et précise que les auteurs de trai- 
tés classiques doivent s’efforcer d’imiter ; à M. Co- 
riolis, dont la modestie profonde égale le grand 
savoir, et qui a bien voulu me confier des notes ma- 
nuscrites sur le Calcul différentiel qu’il avait rédi- 
gées pour l’École Polytechnique. Je dirai mieux 
dans l'introduction au Calcul intégral tout ce que 
je dois à MM. Sturm et Liouville, qui, jeunes en- 
core, se plaçant au premier rang des analvstes, 
préludèrent, par d’élégants Mémoires qui leur ont 
ouvert les portes de l’Académie des Sciences, aux 
importants travaux par lesquels ils soutiennent si 
dignement l'honneur du premier corps savant de 
l'Europe. 


Paris, 25 novembre 1840. 


ERRAT A. 


Page 20, ligne 1, au lieu de second facteur, Lisez second terme 

Page 32, dernière ligne, au lieu de dw=(—sinx + VW cos x), 
dw=—wV/—idxr, lisez dw = (— sinx +/T1 cos x)dx, 
dw = wV/—1 dx 

Page 37, ligne 3, au lieu de F(x), lisez f(x) s 

Page 42, lignes 5et6, au lieu de x, lisez x, 

Page 64, ligne2, aulieu de pluspetit, lisez plus grand 

Page 91, ligne 4, aulieude tangx lisez erc tangx 


Page 74, ligne dernière, au lieu de pn..…. Du! >u, st'ibisez ps y 
u à 
s : I œ—a)r (x — ajm 
P 80. ligne 1 u lieu de = = SI, isen PP 
age 80, ligne 14, au lieu FG) o @ » lisez FG) LG) 0 


X 


Page 116, ligne 12, au lieu de (5), lisez FE 
Page 128, ligne 1, au lieu de bd} d'd'u, lisez bd! d1d'u + etc. 
Page 153, ligne 18, au lieude +I,, lisez +nl, 
ù À Leh rois 
Page 156, ligne 10, au lieu de F()| à M 
F(x)[n+r-1ix.... 
n 


+r—tx2... 
Page 270, lignes 19, 20, 22, au lieu de rcos (u—u,), lisez r, cos (u—u;). 


lisez 


6 af - 
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PREMIÈRE PARTIE. 


PRINCIPES GÉNÉRAUX ET APPLICATIONS ANALYTIQUES. 





PREMIÈRE LECON. 


Définitions. — Les variables et des fonctions continues ou discontinues, 
explicites ou implicites, simples ou composées. — Des limites des 
fonctions. — Dérivée et différentielle. — Objet du Calcul différentiel. 


1. On nomme quantité variable celle que l’on considère 
comme devant recevoir successivement plusieurs valeurs 
différentes les unes des autres. On appelle au contraire 
quantité constante, toute quantité qui reçoit une valeur 
fixe et déterminée. Lorsque des grandeurs variables sont 
tellement liées entre elles que les valeurs d’une ou de 
quelques-unes étant données on puisse en conclure toutes 
les autres, on conçoit ces diverses grandeurs exprimées 
au moyen d’une ou de plusieurs d’entre elles qui prennent 
le nom de variables indépendantes; les autres grandeurs, 
exprimées au moyen des variables indépendantes, sont ce 
qu'on appelle des fonctions de ces variables. 

2. Les fonctions sont explicites et s'expriment à l’aide 
datans y = F(x), y f(x), z = Fr), 
2) u =F(x, y; z)yu = f(x.y; 7), quand 
les valeurs des variables dépendantes sont données immé- 
diatement par des équations résolues : elles sont impli- 


cites lorsque les variables dépendantes sont liées aux 
RÈT. £ 
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variables indépendantes par des équations non résolues 
F(x,7,) =0, f(x, 7) = 0. 

Il est important de remarquer que si deux fonctions 
sont représentées par la même caractéristique F ou f , ou 
p, ou y, etc., elles sont formées de la même manière au 
moyen des variables qu’elles renferment. 

3. Les fonctions se divisent, 1° en fonctions simples ou 
composées suivant qu'elles résultent d’une ou de plusieurs 
opérations effectuées sur les variables; 2° en fonctions 
algébriques rationnelles ou irrationnelles lorsqu'elles ré- 
sultent des cinq premières opérations de l’algèbre, et en 
fonctions transcendantes. 

4. Une fonction y — F(x) est continue lorsqu’à cha- 
que valeur de la variable répond une valeur unique et 
finie de la fonction, et que de plus un changement 
infiniment petit À — Ax dans la valeur de la variable 
indépendante, produisant dans la valeur de la fonc- 
ton un changement Ay infiniment petit, la différence 
Ay = F(x +h)—F(x) =F(x+Ax) —F(x) est infi- 
niment petite. Si ces deux conditions ne sont pas rem- 
plie la fonction est discontinue. On appelle ici infini- 
ment petite une quantité très petite qui a o pour limite, 
qui peut décroître indéfiniment, sans s'arrêter à une va- 
leur appréciable, ou une quantité que l’on peut concevoir 
plus petite que toute quantité donnée. Les changements 
Ax, Ày peuvent être positifs ou négatifs, on les désigne 
cependant toujours sous le nom d’accroissements. 

9. Lorsqu'une première variable dépend d’une ou de 
plusieurs quantités qui dépendent elles-mêmes d’une ou 
de plusieurs autres variables, on dit que la première va- 
riable est fonction de fonction. Exemple : si Von a 


a (y), y 2e), 


z sera une fonction de fonction de x. 
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6. On appelle en général limite d’une fonction, la va- 
leur vers laquelle elle converge lorsque la variable dont 
elle dépend converge elle-même vers une valeur déter- 
minée. Cette limite peut se présenter d’abord sous une 
forme indéterminée, et pour la calculer il faut souvent 
recourir à divers artifices. Ainsi, par exemple, les fonctions 


ja 


= (1 + xY, se présentent pour x —0 


sous les formes ARE 1°, +, et acquièrent ce- 
pendant, pour la valeur o donnée à la variable, les va- 


I ? 
jo © étant la base 
a 


du système de logarithmes désignés par L, et 1 représen- 
tant les logarithmes pris dans le système dont la base se- 
rait e ou les logarithmes népériens et hyperboliques. La 
considération de ces deux limites étant extrêmement im- 


“leurs finies € = 2, 71828...; Le — 


portante, nous donnerons ici la preuve de leur existence 
et le moyen de les calculer. 


L Ce 
La variable x en convergeant vers 0, ou plutôt - en 
T 


convergeant vers l'infini, peut admettre des valeurs posi- 
tives entières ou fractionnaires, ou des valeurs négatives. 
Examinons d’abord le premier cas. 


. 1 ÿ2 . 
, Si— = m, m étant un nombre entier, on aura 
T 


I 
M JN=—] ]!I 


4e =) ++" 





2 m°? 
a Mn Y ND I 
2 7 m 


ou, en effectuant la division, 





Là 


* 
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lorsque x est très petit ou m1 très grand, tous les termes 
I 


du second membré sont positifs, la limite de (1+x) 
est donc un nombre plus grand que 2. De plus le second 


membre croîtra certainement si, après avoir négligé les 


ET I 70 
termes négatifs, ——,——,——,., on remplace chacun 
m m m 


des dénominateurs 3, 4,. 5... etc., par un dénominateur 
plus petit 2; nous aurons donc 
Û 
lim.(1Hx) <2+++i+t+ LH... etc. —3. 
s 

La limite de (1+x)" est donc comprise entre 2 et 3. On 
la désigne par la lettre e, et l’on aura dee, qui est une 
quantité incommensurable, une valeur très approchée en 
donnant à #2 une très grande valeur; en supposant, par 
exemple, m — 1 000 000, on trouve, à un cent-millième 
près, e — 2,71828. 


2 . . E : 
Si — est un nombre fractionnaire, il sera compris entre 
LT 


deux nombres entiers consécutifs m et n = mæ+x, et 
l’on aura 
I 
L us 
J A 
_=MHH—=Rn—); : 
Æ 1 
T>— 
nr 
L 
. x te 5 
L'expression (1 + x)” sera donc évidemment renfermée 
entre les deux suivantes : 


GT 
(+i) ne | ) 


? 
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Quand x décroît indéfiniment, ou quand m et n croissent 
» pe : + ENS L'A8 
à l'infini, les deux quantités (: +) : ( +1) conver- 
, , SANS ’ 
gent l’une et l’autre vers la limite e, tandis que les expo- 


sants 1 + et ae - approchentindéfinimentde la limite 1; 


I ] 


x z 

; c : 1 I 
il en résulteque les deux expressions ( 1 =) ; ( I +2) : 

| m n 

I 
et par suite l'expression intermédiaire (1 + x)° conver- 
gent encore vers la limite e. 

Enfin si x devient négatif, 1+x sera plus petit que. 





1, l’on pourra poser 1 + x — , & étant une quan- 


1 
1x 
tité positive qui converge elle-même vers zéro, et l’on 
trouvera 

I 1+a 


(12) = (144) : rs ARE He 


4 


I 


puis en passant à la limite, lim. (1+x) —e.; 


À 2 , d Liz 
Considérons maintenant l’expression (142) 
LC 


On a 


re Lee [ee 


donc 


lim. —= lim. a (1 4er | seiLe, 


L(1+x) 


ou, en vertu d'un théorème connu, 


L(i+zx) 1 


L 
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et par suite 


# sin x : és ’ 
On trouvera aussi que le rapport —— à pour limite l’u- 


nité, lorsqu'on fait converger x vers la limite o. En eftet, 
sin æ est plus petit que l’arc x; l’are à son tour est plus 
petit que tangx puisque le triangle formé par la tan- 
gente, la sécante et le rayon R, et qui a pour mesure 
+R tang x, est plus grand que le secteur correspondant 











LRzx. 
On a donc 
sin x sin x sin x 
sem A joe — COST. 
F TZ Fe tang x 


sinx 





Or cos x à la limite est égal à 1, donc le rapport 


toujours compris entre deux quantités qui, à la limite, 


sont toutes deux égales à l’unité, aura lui-même l’unité 
sinx 


pour limite, et nous aurons lim. ET: 
Ay __F(x+ax)—F(x) 


7. Le rapport se présente quand 


AZ AZ 
de 2 # LL LA O . 
on fait/& = o sous la forme indéterminée — et acquiert 
9 


néanmoins en réalité une valeur finie, qui est en général 
une fonction nouvelle de x, et exprime la tangente tri- 
‘gonométrique de l’angle que fait avec l’axe des x la tan- 
gente à la courbe y—F(x), au point x, y. Cette fonc- 
tion nouvelle, limite du rapport de l'accroissement de la 
fonction à l’accroissement de la variable indépendante, 
prend le nom de dérivée et se désigne par l’une des nota- 
tions y’ ou F"(x) — lim. ; lu: énre 

8. Puisque le rapport ©? a pour limite F'(x), il faut 


qu'il diffère de F’(x) d’une quantité € qui s’évanouisse 
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NI 


avec AZ, on aura donc 


27 — LA a — F'(x)+: 


AT AT 


et par suite 
Ay=F(x+ax)—F(xr)=aAxF'(x)+eax— y'Ax+eax. 


Le premier terme de l’accroissement A7 ou le produit de 
la dérivée y’ par l’accroissement Ax de la variable indé- 
pendante, s’appelle la différentielle de la fonction y et se 
désigne par la notation dy, de sorte que l’on a identi- 
quement 


dr ôz—F'(x)az,  oumême dy = Y'd2 = F'(x)dr, 


parce qu'il suit des définitions données, que la différen- 
tielle dx de la variable indépendante est égale à son ac- 
croissement. 

La différentielle sera d’ailleurs, en général, une quan- 
tité finie ou infiniment petite, suivant que l’accroisse- 
ment Ax — dx sera lui-même fini ou infiniment petit. 


À 


Quand Ax est infiniment petit, e doit l'être aussi, puisque 


A s Ex ; 1 à 
le rapport = doit alors différer infiniment peu de sa li- 


L ! 7 Q AY ! Le 
mite y’; on peut donc, dans l’équation =) 6) né- 


gliger € par rapport à la quantité finie y’, ce qui donne 
Ay=yAx= dy, d'où l’on conclut que la différentielle, 
lorsqu'elle est infiniment petite, est sensiblement égale à 
l'accroissement de la fonction et réciproquement. 


9. La recherche des dérivées et des différentielles des 
fonctions simples et composées, l'application des proprié- 
tés de ces différentielles et de ces dérivées à diverses ques- 
tions d'analyse ei de géométrie, forment l'objet du calcul 
différentiel. 
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DEUXIÈME LECON. 


Calcul des dérivées et des différentielles des fonctions simples. 


10. La dérivée et la différentielle d’une quantité cons- 
tante sont nécessairement nulles. 
On trouvera 


AY Aœ 


1°, Pour Ain, = Re FRE 

7 + at" Ras 9 
A 

donc lim Lis = Y = 4, don 

AE 
A NE 

2°. Pour Jan = 2 e 
AZ ACT: 


30, Pour y—at...——=——=ua... 





AY __ (x+Ax) 2x 
Vaw 4 ax 


SiPour. 712. 
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posons 
AZ 
— —a, (1+aÿ—1—6, 
F= #8 
« et 6 seront deux quantités qui décroîtront indéfiniment 
avec ÀÂx, et nous aurons 
A (2 


RE NE EC 
AT a” 


lPéquation (1+a)* — 1 — 6 donne 
(iHaf—=i1+6, (146) = a(1 +); 
1(1+«) de 1(1 pau 


or les deux expressions -———— 
À 


toutes deux vers la limite 1, nous pouvons poser 


Med 0 leg 
RE Ç Tr 2? 


convergeant 


œ 


7 et d étant éncore des quantités qui convergent vers la 
limite o; ces deux équations jointes à celle qui précède, 
donneront 7 
6 IHNŸ . € 

== 4 lim.-—a, 


æ 1+x An œ 


et par suite 


LA 

lim _ NC dr das 
de sorte que dans tous les cas, pour avoir la dérivée d’une 
puissance de x, il faut la multiplier par son exposant et 


diminuer ensuite cet exposant d’une unité ; 


x + Ax 
AY a — a° a, À 
6°, Pour A et 
y ? Az AT re )» 
A \ 
posons ad —1—ax, d'où Ax=L(r + x), nous 
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aurons 
AY 2% à» 02 Nu 1 5 
Ax L(i+a) L(i1+a) 
œ 
et 
lim. on mn A AUS HR dla, dy =Y dx = a"lale; 
Ax Le 


Ba —e, Xe) Omatra y 6, dif ORAN 
vée de e* est cette même exponentielle ; 





Az \ 
L'I+<— 
A L Ax) — L { 
7%. Pour 7—Lx, ay _L(shar)—le_ | x) 
Ax AT ; AX 
posons 
A 
En de d'où Ax—= ax, 
+ ; 
il vient 
AY 1 L(i+a) +, Ay ETS D. I 
= =, im —=y = ——=—, 
Ax x œ Ax  ; xla 
d Ledx _ dx 
Re 2 xla”? 
; I dx 
sl n— 6 4# 20 Rs OH TANIA = d=— 
Ay  sin(x+Ax)—sinx 
Oo — — — \ 
8°. Pour y=smx, Re PEU MU 
en posant 
æHAx=atkb, x—a— b, 
d'où | 
Ax Ax 
a it ES be 


sin(æ+ Ax)—sinx—sin(a+b)—sin(a—b)= 2sinbcosa 


. “OT ( =) 
T2 SIN— COS x }, 
2 À 2 
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il vient 





+ Or 
AY mic Ax AY FT 
in == s — }, lim. = —y— —s$I — |; 
ne RE co (2+ è d 1 re Y=COST sin(æ+2); 
2 


dy = cosrdx — sin (242) 


Ay __ cos(x+Ax)—Cc0s x 
ER 0 STRESS 


°, Pour y = cosx 
9 Y 7 Ax ATX 


et par une transformation semblable à celle qui précède, 





. Aœ 
sin — 
AY 2 a re AT 
= — sin | + 2e 
AZ AZ 2 J? 
2 
A TOY à eu 
im.———#7—=—snzx—= cos|x se 
de y’ ; + AU 


F FT 
dy = — sin dx — cos (2+ 2) ap 
3 | 
10°. Pour y —arcsin x, 


x—siny, cosy —V'1— 2, Az = sin(y + Ay) — sin y, 
AY 
. A A ja 
de = 2 sin Loos (y +), = : DR 
2 2 AT AM AY 
SL Lo cos (7 + 27) 











11°. Pour y —arccosxz, x — cosy, siny— V/1—x?, 


RARE A 
AZ = COS(Y + AY) — COS Y = — 2sin Zsin( y +Ÿ ), 
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AY 
A 2) I 
er He 
a sin(y +2) 
à AY I Li | dx 
lim. =— = y = —- = ———, dj == ———, 
$ sin y Wie " V1 —2x 


Remarque. Si l’on ajoute les différentielles des deux 
fonctions arcsinx, arc cosx, on trouvera o, ce qui doit 
être, puisque la somme de ces deux ares est évidemment 
égale à une quantité constante dont la différentielle est 
nécessairement nulle. 


M QE 
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TROISIÈME LECON. 


Dérivées et différentielles des fonctions de fonctions, des fonctions 
composées et des fonctions implicites. 


11. Supposons que z soit une fonction de fonction de 
x, déterminée par les équations z = F(y), y =f(x); 
en donnant à x un accroissement Ar, y et z prendront 
des accroïssements Ay, Az, et l’on aura 


D na) FO) 2 SOorar)=F (rar 
dE Êæ Fe Ay Az? 


É De : F Ay)—#F ; 

à la limite, le premier facteur Ms PO) devient 
34 

évidemment la dérivée de z, prise par rapport à y, comme 

si y était variable indépendante ; désignons cette dérivée 


par z,, nous désignerons par z’, la dérivée de z prise 
ar rapport à x, ou la limite du rapport == ; le deuxième 
DA Tapp Ù PROrt = 


PES RE Pr ‘ 
facteur LE a pour limite la dérivée y’, ou y’ de y prise 


par rapport à x; nous avons donc en dernier résultat 
! / ! = 4 , 
=, 

Ainsi la dérivée d’une fonction de fonction , est égale 
au produit de deux dérivées, l’une z', prise par rapport 
à y, comme si y était variable indépendante, et l’autre y’, 
prise par rapport à x. En désignant par d,z2, d,z, d,y les 
différentielles de z prises par rapport à x et à y et de y 
prise par rapport à x, on aura, n° 8, en vertu des défi- 
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nitions admises, 

ds = 27;472,0d,z = 2, dy PRES 
et par suite 


GEL OT dey des à PURE dy dx. 


de — dy'dz” dx dy dx 





On est convenu de supprimer les indices x, y et d'écrire 
simplement 


dz __dz dy dz __ dz dy 
dx dy dx’ dx dy dx 
en laissant aux dénominateurs dx, dy, désormais insé- 


parables des numérateurs, à désigner que les dérivées sont 
prises tantôt par rapport à y, tantôt par rapport à x. 


Re dz à 0 ; 
Ainsi — n'est pas proprement une fraction ; Mais un SymMm- 
dy ; 


bole, une notation qui indique la dérivée de z prise par 


\ FRE dz dy 
rapport à ÿ. On écrit cependant souvent dz = Te dx, 
’ dz dz dy 
au lieu de Te dx mé A Dr dx, parce que le second 


membre indique suffisamment par sa forme que la diffé- 
rentielle du 1°* est prise par rapport à x. 

Si Foi, avait du P (2), 2 —= PO) ONE 
on aurait de même 


au _ F(z-baz)— F(s) /Cr-+ar)—f(r) ar 


AX A 2. AY AX 
Les trois facteurs du 2° membre ont respectivement pour 
limites les dérivées w’,, z',, y. de u par rapport à z, de 
z par rapport à y, de y par rapport à x; on aura donc 
u,=U,.Z,.Yx:9 et la dérivée d’une fonction de fonc- 
tions est toujours égale au produit des dérivées de toutes 
les variables prises chacune par rapport à celle qui la suit 


A 
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ou dont elle dépend immédiatement, comme si elle était 
variable indépendante. En admettant les notations précé- 
dentes, on aura 


d,u __ du d,z d;y 








u 


dx  dz dy dx 
que l’on écrit simplement 


du du dz dy _ du dz dy 
dx didy dx “dd dr 


4 


D EaUons LU z—T, 2°— y," dz — dy. 
# Le te 0 ts 
+ étant une fonction de x, on aura 


dz ___, dy 


NT REC idy, 


une constante ajoutée à une fonction ne change rien à sa 
dérivée ou à sa diflérentielle, et par conséquent deux fonc- 
tions qui ne diffèrent que d’une quantité constante ont 
la même différentielle et la même dérivée. 


dz À DATE dy 


ie 20, a = dx —'adr. 


On différentie sans avoir égard à la constante qui reste 
simplement en facteur. 





a dz a dy dy, 
o —— a — ES spas. ee ps 
AE y” dx Tai dr Fa? 
a dy ad; 
me Cons 
En 8 
9% 2=J, ——ay Mean UE 


d 
day" da ay" ‘dy; 
dx 
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ir i 1 ——+ | dy 
So = Fr —— 7, Âz = : d dz SEE . 
or 2 V” Ÿ € za dE. y 





La différentielle d’un radical du second degré est donc 
toujours égale à la différentielle dela quantité sous le radi- 
cal divisée par le double du radical. 





DUT a, ana T, dz = wlady ; 

00,2 LT, = d= de + dr 
9.°z=s$siny, 2e cosy, dz — cosy Ÿ ar cos ydy ; 

Hot z — cosy, - me siny di —sinyŸ dr — sinydy; 
119. z—arcsiny, nent EE — 


l. SUR Là dy 
V1 y? AT V1 2 


La règle générale est donc de différentier comme si y 








k dz 
12°. Z3=arccos = == 
J's dx 


AE L AU . ù 10 
était variable indépendante, puis de substituer à 2 ou 


à dy, leur valeur en x tirée de l'équation y = f (x). 
12. On calcule avec non moins de facilité les dérivées 
et les différentielles des fonctions composées. 
10. POUF z + y, on trouve 


y ; 


Aü Az | AY ,, 


—_ — —- ,°U 


du dy, 148 
— + ———=y ÆEz 2", du = dy + di. 
AZ AT NT dx J dx dx’ Je 

La dérivée ou la différentielle de la somme ou de la 
différence de deux fonctions est égale à la somme ou à 
la différence des dérivées ou des différentielles de ces 
fonctions. 


ge. 
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M. Pour — 27, 


au __ (z+a42) @ar)eer AZ 
. t'-5ss AZ Fax “4 re 


AU Le du 


lim —u pi a + RARE 
PT 7 + HAE ban 


Plus généralement si w — vuzy..., on trouvera 


dw 
= TR = UE... p! + 027... ul + puy... 2! + puz..…. y! + etc. ; 


dw = uzy…. do + v2y... du 4 puy... dz + vuz... dy + etc. ; 


c’est-à-dire, que pour avoir la dérivée ou la: différen- 
tielle d’un produit, il faut dans ce produit remplacer 
tour à tour chaque facteur par sa dérivée ou sa différen- 
tieile et faire la somme des produits ainsi obtenus. 

On peut arriver d’une autre manière à cette conclusion. 
En effet, l'équation 5 — vuzy... donne 


a? —puzy2..., la? — lo? lu? + 177 L]y? + etc. ; 


en différentiant les deux membres de cette équation iden- 
tique, on trouve 

dw dy du dz dy 

PRE SRt-e E EeLc.., 

(4 4 [0 [/A Z ss 


dw — uzy.…. do +-vzy... du + vuy.…..dz + vuz...dy + etc. 


Nota. Nous avons élevé au carré pour éviter les loga- 
rithmes imaginaires, dans le cas où les quantités », u, 
z, y... seraient négatives. 


Exemples : sale, Mo 22 


0 poux ie (ie =) I Mar TE 
RU BUT rar Par cr (Ar) 
Au dusiyz — 2) du = — 2dy ; 


Ax CAS; SN y? ? y? 


18 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


La différentielle d’une fraction est done égale au déno- 
minateur multiplié par la différentielle du numérateur, 
moins le numérateur multiplié par la différentielle du 
dénominateur, le tout divisé par le carré du dénominateur. 
On pourrait arriver au même théorème de la manière 
suivante : 


LA : Z 
L’équation u—-— donne 
n £ 


d dz -dz — 
lu — 12 — 1}, NU ER du LV 
u Z 6 y? 
4. Pour u — y’, 
du dy nt 
lu—zly, Din + dily, du=y""{2dy + y1ydz]. 


13. On peut déduire de l'examen de.ces divers cas 
particuliers la règle générale suivante : pour différentier 
une fonction composée quelconque, il suflit de différen- 
tier tour à tour par rapport à chacune des fonctions dont 
elle est formée, comme si les autres étaient constantes, 
et de faire la somme des quantités ainsi obtenues. En 
vertu de cette règle , les équations 

SLT LU HE jo EPS, 
donnent bien 


de = yzdu + uydz+ uzdy, du = y" (zdy + yyds), 
f du = x*(1 + 1x) dr. 




















Sin æ cos x sin? x 
Applicat. y —=tang x — dy — dx 
PP 4 ë re a gt + di: cosxz  ? 
l de (1 + tangx) dx 
AY = — ZE {| an TL + 
J cos? x $ ) 2 
cos x sin x cos? x 
rÆQtEz , A =— -— dx — — > 
sin æ sin x sin? x 
dx 
d Em || cot? x dx : 
4 sin? x ( tr ) é 
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PELLE 1: 











sin y dy 
Hi arctangr, 2 — tangy — ——), dt = î 

cos ÿ cos? y 

dx 
dy = dx cos y = ——, 
1 x? 
: dx 
y—=arccotz, dy = — dxsin y = — . 
1 + x? 


Si l’on a plus généralement u — F(y, z), yet z étant 
deux fonctions quelconques de x, d'après la règle ci-dessus 
énoncée, la différentielle du se composera de deux par- 
ties; l’une sera la différentielle de F(y, z) prise par rap- 
port à y comme si z était constant, diflérentielle que 
l’on peut et que l’on doit désigner par la notation 
dF(y,2) dy 


: d : a+ 
MR ide dx, ou simplement 2 dy; l'autre sera la diffé- 


Û d . x 
rentielle . dz de F(y, z) prise par rapport à z comme 


du du 
] était constant; on aura donc du = — d as 
si y était ; z HAS 2 


or cette équation, qui est d’une très grande importance 
dans la recherche des différentielles, peut se démontrer 
facilement comme il suit. En effet, donnons à x un äc-. 
croissement ÀAx, y, z, u prendront des accroisseménts 
Ay, Az, Au, et nous aurons 


au _F(y ar zac) —#(y; 2) _:F(yæars 2) —F(7; 2) 4y 
AE AX &. Ay Aœ 
M his na) Pins) A7 


Az AL 
3 . ; er ÿ . du 
En passant à la limite, le 1° membre devient Fa le 
T 


du d 

1°" terme du 2°membre est — . 7 ou le produit de par 
dy dx dx 

la dérivée de F(y,2)=u prise par rapport à y, comme si 


y . . : Û À 
y était seul variable, et z constant. Pour mieux connaître 





Dee 
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ce que sera à la limite le second faeteux,/ faisons d’abord 
Ay = 0, il devient 


Fr) 28 A) = (0e 0 
Az AXx ? 


et si l’on y fait de plus Az — 0, on voit évidemment que 
“ . . L2 . dz # . 
ce terme à la limite est bien le produit de 7 Par la déri- 
F3 


vée de F(y, z) prise par rapport à z, comme si z était 
seul variable, et y constant. Nous avons donc réelle- 
ment 


du ___ du dy du dz 


du 
AR 
destdn dat dde (TA 


Si l’on avait w—F(7,z,u,v,...), on trouverait de la 
même manière 
du = 4 y + © — ds + T du TE dv ete, 

et la règle nous avons Ra plus haut pour la dif- 
férentiation des fonctions composées, se trouve rigou- 
reusement démontrée; c’est-à-dire que pour obtenir la 
différentielle d’une fonction composée, il suffit de diffé- 
rentier tour à tour par rapport à chacune des fonctions 
composantes, et de faire la somme des différentielles 


c a . d d d 
ainsi obtenues. Ces différentielles dy, _. dz, _. du . 


. dv, s'appellent les différentielles partielles de la fonc- 
tion F(M 3, 4,4...) 

Exemple : siu—#F (sin x, cos x), en posant sin x =, 
COS X— Z, On aura 


du . 
AU pe COS x dx — _ sin xux ; 


et si u = cos’ x sin, 
du = — 200$ xsinxdx+ 2 sin x cos xdx = 0. 


ce qui doit être puisque cos? x + sin°x = 1. 
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14. Il reste à déterminer les dérivées et les différen- 
tielles des fonctions implicites. 

On a déjà vu que si deux fonctions de x, y et z 
sont identiquement égales, c'est-à-dire offrent toujours 
la même valeur, quel que soit x, l'équation ÿ = 2 en- 
traîne les suivantes 


A A 
YH AY = z + 43, TES PES 3/7 ANR) 


AT AZ 


ï 


les dérivées et les différentielles de ces fonctions seront 
donc aussi toujours égales. De plus, si une fonction de x 
est nulle identiquement, c’est-à-dire quel que soit X, sa 
dérivée et sa différentielle seront encore Béttiqiement 
nulles. En eflet, l'équation identique y =F (x) —o, 
donne 


ÿ + ay =F(x+ax)— F(x)= 0, ay = 0, re 
dy 


dx 


Va 0 A dis 0! 


Cela posé, considérons une fonction implicite quelconque 
donnée par l'équation u = F(x, y) — 0. Si dans cette 
équation l’on substituait à y la valeur y — f(x) qu'on en 
retirerait en la résolvant, l'équation résultant de la substi- 
tuuion, F[x, f(x)]—0, serait identiquement nulle ou serait 
vérifiée quelle que füt x, sa différentielle et sa dérivée se- 
raient par conséquent nulles aussi. Si donc, en considé- 
rant y comme tenant la place de sa valeur en x, on 


 différentie l'équation F(x, y) —o, il faudra égaler 


cette différentielle à o; or l'équation F(x, y) = 0 n’est 

qu'un cas particulier de l'équation u = F(y, z), celui 

oùuu—O0, Y—/f(x), z = x; sa différentielle sera donc 
du du 


du 
— dx +$ dy:, et nous aurons -— dx + — dy =0, 
dx Le 2 
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d’où 
du du 
dy dx dx 
dy dy 


Il est donc facile dans tous les cas , sans résoudre l’équa- 
. . rs + ? d e # 
tion F(x,y)—o, d'obtenir la dérivée _ , ou la diffé- 

TL 


rentielle dy ; il suffit pour cela de prendre les dérivées du 
1 membre tour à tour, comme si x et y étaient variables 
indépendantes ; le quotient de ces dérivées pris en signe 


e pue 2 d . 0 
contraire donnera la dérivée _ en le multipliant par 
TL 
dx on aura la différentielle dy. 


1% Exemple: 





| du du. 
Y3+a$— 3axy —0; Tr = 3x? — 3ay, Ds = 37° — 3ax;, 
donc 
dy LT? 4Y  AY—2x? 
dx ax ax 
2° Exemple : 


du 
Y°—2x) =O, ne M CEA mr = ay a x; 
dx dy : 


donc 
YF ee EAN EN 
de  2yf=2/lx 2—xylx 


Nota. Dans les équations qui précèdent, aux notations 
du du * - TE. 
EN ER od substitue souvent les notations équivalentes 
dF dF 
DEMO l'as 
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CPR 
a —— 





QUATRIÈME LECON. 


Des dérivées et différentielles successives. — Changement de la variable 
indépendante. — Différentielles des fonctions imaginaires. 


a 


15. La dérivée F'(x) d’une fonction quelconque F(x) 
étant généralement une nouvelle fonction de x, elle aura 
aussi sa dérivée et sa différentielle, et l’on conçoit que 
d’une fonction donnée F(x) on pourra déduire en géné- 
ral une suite de fonctions nouvelles, dont chacune sera 
la dérivée de la précédente. Ces fonctions nouvelles sont 
ce qu'on nomme les dérivées des divers ordres de y ou 
F(x), et on les indique à l’aide des notations 


LRU PNR rs RATE) TAUX 
ou 


F{x), F'(x), É"(x)... FG-1){x), FO(x). 


Ainsi y’ ou F’(x) sera la dérivée du premier ordre de la 
fonction proposée y =F(x); ;"ouF”(x) sera la dérivée du 
second ordre de y et en même temps la dérivée du premier 
ordre de y’. Enfin y ouF(" (x) (n désignant un nombre 
entier quelconque) sera la dérivée de l’ordre n de y et en 
même temps la dérivée du premier ordre de y", etc. 


16. Comme la différentielle dy = y'dx, d’une fonc- 
tion de la variable x est une autre fonction de cette va- 
riable, on pourra la différencier plusieurs fois de suite, 
et l’on obtiendra de ceite manière les différentielles des 
divers ordres de la fonction y. Il semble qu’il faudrait les 


désigner par les notations d.dy, d.d.dy... d.d.d.d.dy; 
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mais 6n est convenu, pour abréger, de les écrire de la 
manière suivante 


dy, d'y, d‘y,"dfy,1. "de 


Il existe entre les dérivées et les différentielles successives 
des relations remarquables qui peuvent cependant être 
regardées comme le résultat de certaines conventions. 

Pour calculer dy, il faut différentier l’expression 
dy = y'dx; or dans cette expression on regarde le facteur 
dx, qui est l’accroissement arbitraire Ax attribué à la 
variable x dans la première différentiation, comme in- 
dépendant de cette variable, et il l’est en effet, comme 
ne variant pas avec elle: y'dx = F'(x)dx est donc un 
produit dans lequel le facteur dx est constant, et dont on 
obtiendra la dérivée en donnant à x un nouvel acerois- 
sement Ax, et prenant la limite de la quantité 


/ [4 
du (x + Ax)—F (2e 
Az 


limite qui est évidemment égale à y'dx : telle est donc la 
dérivée de dy, et si l’on convient de prendre le second 
accroissement Ax égal au premier dx, la différentielle 
de dy sera y"dx*, et l’on aura 


DY—Y Are 
En procédant de la même manière, on aura successive- 
ment 


dy —=d .y'dr? = drdy"=—7" de ;diy y" dirt. d'y= ya. 


La différentielle de l’ordre quelconque 7 est done égale 
à la dérivée de l’ordre 7 multipliée par la puissance n°", 
dx”, de l'accroissement arbitraire attribué à la variable x, 
et réciproquement la dérivée de l’ordre 7, y!", est le coef- 
ficient par lequel il faut multiplier la n°"° puissance 
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dx" de dx — Ax, pour obtenir la différentielle de lor- 
dre 2. C'est pour cette raison que y!” est quelquefois ap- 
pelé le coeflicient différentiel de l’ordre ». 


Appliquons ces principes généraux d’abord aux fonc- 

tions simples : 
A D Ji tr = 0, 7! — 0 — 0, 
MN dre dy 0.47 Ads 0: 


Max, y —=— 1, = 0,.y —0.:.y=%, 
end; d'os td}y ='0 x, d'y 0; 


dPlyée ur, D 2 PO Ne PPS CL Mes à 
dy ad dot . di o; 
a 
8 J=:=ar", = Aar 2, y =HIar ?,.. 
Dern. ira (nr rs), 
dy} ia. 3. i.nax Chr), 


Le coefficient (— 1) exprime que la dérivée est accom- 
pagnée du signe — quand 7 est impair, et du signe + 
quand n est pair. 


DR LR N ar = a(a— 1e A, 

JM) = a(a—i)(a—2)...(a—n<+i)xT; 

d'y =a(a—1)...(a— n+1)at "dr. 
Cette dérivée de l’ordre 7 ne sera jamais nulle si & est un 
nombre fractionnaire ou une quantité négative, mais elle 
s'évanouira si a est un nombre entier m, quand 7 sera 
égal à ri + 1. Ainsi la dérivée et la différentielle de l’or- 
dre (m+ 1) de x” sont nulles; la dérivée de l’ordre m 
est la quantité constante m(m — 1)(m—2)...1, ou 
LAN 0 77Ee 


D a, pi ula, ‘y = ler, ire) — late 
dû)y = ala"dx". 
Si 


2 $ NT fr) ESS (n CNRS 
ae, j=u..., JU—e.,,, d'y = dx", 
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toutes les dérivées de e* sont cette même exponentielle. 
Les dérivées successives de y = e7*, sont 


P=—er, ÿ re 1 YNISSRSS 
et l’on a 
d'y, tu )}'eTrir, 
(a) ==) SORA Es es 
RE LOVE dla la PP ANOONENRE 


Ed t nTI 
y —— re Ra LL .2.3...(n—3)x", 


ay = IT .1.2.3...(2 —1)x "dr" 


. L1 FT . _ ë 
MY SNT, p=sn(z+T), j'=sn(eta5).. 
\ D) 2 
- « F { . F 0 
y(9 = sin (a+n), d'ûge sin (2 +n2) 4 taf 
. + FT . . 2 
sin (a+ n :) n'a que quatre valeurs différentes; 7 en 


effet ne peut avoir qu’une des formes suivantes : 


im, {m+r, fm+a, 4m +8. 


Dans le prennier eas k 
‘ 7 . # 
sin (2 +n2) = sin (x + 2m7) = sin x; 
2 
dans le deuxième cas 
2 T ; ( F | 
sin TH+z- | —=sin (3 + 27 + " 2 .COS #; 
2 


dans le troisième cas 


À æ \ x k À k 
sin(i+r?) = sin (x + 2nr + 7)=_51n 2; 
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dans le quatrième cas 
$ FT À æ 
sin» + 17) = Sin (= + 2m7 + 3 =) = — COST. 
a 


Les dérivées de sin x n’offrent donc que quatre valeurs 
qui se reproduisent périodiquement. 


à LA fl F 
9°. Y —COST,Y — cos is eee JT ICONS RAT 4 i- 
LOT cos (e +n?), dy = cos (2 + 7 2) dx. 


Îci encore les dérivées n’ontque quatre valeurs distincies, 
COST, —sinX, —COSX, + sin x, qui se r eproduisent 
périodiquement. 


10°. y — arcsinz, y—(1—2) ?, paix) ?, 
pr ax) (1 2) À, ete. ; 


Lie 
19. Y—ArCCOS Z, 7——{(1-—22) 7, ÿ/—=—x(1—2?) 7, etc. 
17. Quand z était une fonction de fonction, déterminée 


par les équations 


nous avons trouvé 


ER , : dz 
en différentiant une seconde fois, et remarquant que 
p 


d : 
_ une fonction de x, nous au- 


est une fonction de y, 
rons 


DRE dr": dE dpt ] dz p 
de — dy* dx dy de? rte RATE 
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Une troisième différentiation donnerait 


dé dur). 3 #2 dy dy, dz dy 
des — dy dx dy? dx 4 “1 dx ? 














dÿz 
BE ad dy + EE dy. 
Exemple: sul, y = sin 
On trouve 
dy =cosxdx, dy—=—sinxdr,  dÿy =— cosxdzi, 
ds Pot Fe RER PAL I dz ‘R'U 2 
dj y sinz° dd y? sinæ dpÿÿ y» siwx’ 
S: dx? 
di = d.1sinx — © © dx, dz=d.lsinx =, 
in sin° x 


: 2 COST 
d3z — &,1snmx — — 
s 


: dx. 
in x 





Ces exemples suflisent pour montrer la marche à suivre 
dans tous les cas particuliers. 


18. Supposons enfin que « soit une fonction composée, 
ou que l’on ait 


u—F(y, 2), y =@(x), 2= x (x) 
Nous avons trouvé 


__ du __ du dy ete dz 
TVA dy dx \ dz dx’ 


Différentions une seconde fois, en nous rappelant que 
du du : à Ds 
——, — sont des fonctions immédiates de y et de z, et des 
dy’ dz 
: x À Dr" 
fonctions de fonctions de x, tandis que FE — 
Fe à D 
seulement fonctions de x ; de plus, FA par les no- 
tati RS y OO PR. Ft e rises, la pre 
ations ———— >s dérivé RE ER de 
dz dy? dy dz dz À das 
mière par rapportà z,la deuxième par rapport à y, ouce 


sont 
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qu'on obtient en différentiant u d’abord par rapport à y, 
puis par rapport à z,ouen premier lieu par rapport à z, 
et en second lieu par rapport à y; nous montrerons plus 
tard que ces deux quantités sont égalés, ou qu’on a 


du du ; 
— — —— : cela posé, ndôus trouverons 














dzdy dyd. 

du __dudy? du y duSdy ds" du di EF Udr 

dx? dy? dx? ‘ dy dx? dzdy dx dx Ÿ dz dx? * de? dx°? 
du du du du du 

Pu = —— dy? + —d ——— dz d — d?z dz? 

7 a OT Eee 


Pour diflérentier une troisième fois, on désignerait 


Ca me les dérivées des quantités HER 
LÉSAER ERA 1 ue CRE 
PU ap? dydr ' dy°? didy ? 


du : HE : 
Ta» Prises pourlapremière par rapport à z, pour la seconde 
Z 

par rapport à z et à y, pour la troisième par rapport à y. 
Nous prouverons aussi plus tard que ces dérivées offrent 

l td ra Pt ca 
seulement deux valeurs distinctes = 
dzdy?  dy°dz  dydzdy 
du du du 


7 déc] NE D'OR ; 
D Gdje dès lors il serait facile d’é 


È du 
crire la valeur de -—— ou de du. 


dx 
Exemples : ENT NN EE TS 3 7 CON) 
dy = cos xdx, dy = — sin xdx?, 


dz=—sinxdx, d2= — cos xdx?, 
du du du. ®u 5e TRANS PARTS 
Mn TRUE dm AE ac dzdy  dyds 
du = zcosxdx — y sin dx —= cos? xdx — sin? xdxr, = Cofa x.4x us 


1; 


; : 3 : T 
du — cosxsinxdx? — 2 cosxsinxdx? — cosx sin x dx?, der À X+ 2)dx 
ou enfin 
e "4 & 
du = — 4 sin x cos x dx’. = 9 SZ x Ax'= 3 


On trouvera facilement, d’après ce qui précède, que les Sin (gx427)é) 


dérivées n'°"°° des fonctions L ë 
Da” = 414$ (£x +94)dx= —L'Gfax dx 
d'u 2'Sin fax444) dx L'Jina x.d'it 
d'u =L" Sinfrxtne)dx" 
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U—Y Hz, u—=y—2z, u = ay + bz+Hete., 
u = ax" + bar Æ car, + pa? + qu + r, 
sont 


d(y +z) = d'y + d'z, d'y — 3) = d'y 4", 
d'(ay + bz + etc...) = ad'y + bd'z + etc., 
dr(axt + bai... 4) = 112.3... nadx", 

drti( ax" + biz": HR etc.) — 0. 


La différentielle 7°"* d’une somme ou d’une différence, 
est donc encore égale à la somme ou à la différence des 
différentielles 2°", 

19. Scoke. Reprenons les équations 


ISSN)" SE) =%; 


quand x est variable indépendante on obtient immédia- 
tement les dérivées et les différentielles successives en re- 
gardant dx comme une quantité constante, mais si x 
cesse d’être la variable indépendante et devient fonction 
d’une autre variable, dx sera aussi une fonction de cette 
variable, et en différentiant plusieurs fois de suite les 
deux équations 


ay 
I =SG), FES (AE Se 
et ayant égard aux règles ci-dessus établies, on trouve 


y (EN dr = f"(x)dx + f'(x)dx, 
y = f "(x )dxs + 3f"(x)dxdx ac 


= "x QUE nerf cp dx  dxdy —dydx 





N : l'un Re PR" ue SEL" 
JL NET de ri à de ? 
dxd’y — dyd'x 
xD 5 rw: re dax 
ï Sel dx 
AR TR _ dr(dxd#y—dyd3z)—3d'x(dxd'y—dydix) 


TE s # | 
INT mn. t." 

* V1 AW) Ne PE \ Eau t. k % Le NA: Ÿ =: ET è (x 

L \ PURDAG TE EU | nt LT Ve 

X ,X Ÿ 534 A AU ra ss Dr. h, | 

ex, Ù | > “Ve 2 ve 

Te RAT : "+ JS 


# 
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Ainsi, 1° pour passer du cas où la variable x est varia- 
ble indépendante au cas où elle cesserait de l'être, il suf- 


à , dy «dy “dy 
fit de substituer aux valeurs UM y Mdr) CIO des 


dérivées y’, y”, y”',... les nouvelles valeurs données par 
les équations qui précèdent ; 2° pour revenir au cas où x 
serait variable indépendante, il suflit de supposer la diffé- 
rentielle dx constante, et par suite dx—0o, d'x—o, etc.; 
on retrouvera en effet de cette manière 


Pa raurT nca Ce dir 
A FN PNR MUST nt 





3° dans ces substitutions ou dans ces changements de va- 
riable indépendante, la dérivée du premier ordre est la 
to F 
seule dont l'expression reste la même, de sorte que les 
L 


formules qui ne contiendraient que des dérivées du pre- 


mier ordre, conserveront seules la même forme dans tous 
les cas. 


20. Pour obtenir les dérivées ou les différentielles suc- 
cessives d’une fonction implicite donnée par l'équation 
u = F(x,y) = 0, on pourra partir de l’équation 


: du du 
d dx dx 

_. De. ou dy = — dx, 
dy dy 


qui, différentiée plusieurs fois, donnera immédiatement 
les dérivées et les différentielles cherchées; mais il y a 
souvent de l'avantage à déduire ces différentielles des équa- 


tions que l’on obtient en différentiant de nouveau l’équa- 
tion | 


du du 
— dr + — dy = 0. 
dx Ë 
Dans cette équation comme dans toutes celles qu'on en 


» A du vid du d'u 
déduit, les dérivées partielles —, —, ——, etc., seront, 
pe dr dy" de? | 


2 


392 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


en général, des fonctions de x et de y : la fonction im- 
plicite y, au contraire, et ses diflérentielles dy, dy, 
dy, etc., doivent être supposées tenir la place de leurs 
valeurs en x ; dans cette hypothèse les premiers membres 
des équations sont identiquement nuls, et il faudra tou- 
jours égaler leurs différentielles à o. On trouvera de cette 
manière 
d?u h d?u dy d?u dy? qu ay Lies 
da? dx dY dx dy’ dr 1 pd oet 
HET d'u dy du dy 
dz$ T° dr°dy dx "TT dy dæs 
On a quelquefois aussi besoin de prendre les dérivées 














et les différentielles des fonctions imaginaires que nous 
supposerons toujours ramenées à la forme u+wV/—7r, 
u et v désignant des fonctions réelles. Cela posé, si l’on ap- 
pelle limite d’une expression imaginaire variable ce que de- 
vient cette expression quand on y remplace la partie réelle 





et le coellicient de V/— 1 par leurs limites respectives, 
et si, de plus, on étend aux fonctions imaginaires les dé- 
finitions données pour les différentielles et les dérivées 
des fonctions réelles, on reconriaîtra que l'équation 
sw — u + p V3 entraîne les suivantes : 
Aw Au Av 


Aw—= Au + AV —1, ART AS UE 


d sr 
TL 


7 dx dx 





da — du +- dv VTIEUre 
de sorte que pour différentier une fonction imaginaire, il 
faut opérer comme si la fonction était réelle, en regar- 





dantV”—1 comme un coefficient constant. Cette règle 
s'étend évidemment aux dérivées et aux différentielles 
successives. 


Exemples : w —= COST + V/— 1 sin en 


dw—(—sinx+V — 1 cos )gxd == wV —1 dx. 
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Relations qui existent entre les fonctions réelles d’une seule variable 
et leurs dérivées ou différentielles de divers ordres. 


21. Soient Ax, Ay, les accroissements simultanés des 


AY are 
variables:x et y = F(x), le rapport = A ayant pour limite 
la dérivée y’, finira, quand Ax sera assez petit, par avoir 
le signe de sa limite, et sera par conséquent positif si la 
dérivée est positive, négatif si la dérivée est négative. 
Dans le premier cas, les différences infiniment petites 
Ay, Àx, étant de même signe, la fonction y croîtra ou 
diminuera en même temps que la variable x; dans le se- 
cond cas, ces différences infiniment petites étant de signes 
contraires, la fonction y croîtra si la variable x diminue 
et décroitra si la variable x augmente. 

Corollaire 1°*. Concevons que la fonction y = F (x) 
demeure continue entre deux limites données x,, X, et 
que l’on fasse croître la variable x par degrés insensibles 
depuis la première limite jusqu’à la seconde, la fonction 
F(x) ne pourra cesser de croître pour diminuer, ou de 
diminuer pour croître, qu'autant que la dérivée F'{x) 
passera du positif au négatif, ou du négatif au positif. Il 
est essentiel d'observer que dans ce passage la fonction dé- 
rivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’être continue, 
et infinie si, sans cesser d’être toujours réelle, elle est 
discontinue. 

Corollaire 2°. Supposons que la fonction y = EF (x) 
s évanouisse pour la valeur particulière x, , et demeure 


4. 
J 
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continue dans le voisinage de cette valeur, on aüra 
F(x, + 4x) = AxF'(xs) + 60 : 
en supposant donc que la valeur x, + Ar = x diffère 
très peu de x, 
F(x, + Ax)=F(x) sera positifsi F'{x) > 0, 
F(xo +ax) =F(x) sera négatifsi F’(x) 0. 

99. Soient F(x) et f(x) deux fonctions réelles de x 
qui restent continues ainsi que leurs dérivées entre les 
limites x et x + k; supposons d’ailleurs que la fonction 
dérivée de la seconde f”(x) ne change pas de signe entre 
les limites dont il s’agit, ou qu'entre ces limites la fonc- 
tion f(x) aille toujours en croissant ou toujours en dé- 
croissant, le rapport des deux différences 

F(x+hk)—Fi(x), f(x+h)— f(x), 
sera égal à l’une des valeurs que prend entre les limites x 
et x + h le rapport des dérivées F(x), f(x), c’est-à-dire 
qu’en désignant par 6, un nombre plus petit que l’unité, 
on aura | 
F(x+h)—F(x)  F'(x+0,h) 
fiz+h)— f(x) Fe +6h) 

Démonstration. Soit À la plus petite et B la plus grande 
des valeurs que prend le rapport Fe ms entre les limites x 
et x + h ; les deux différences 

F'(x) F’(æ) 

Tr) 18 te 
seront de signes contraires ; il en sera de même de ces 
deux autres 

P{a)— AS (x), Pa) —Bf" (0), 

puisque f’ (x) est constamment de même signe : or ces 
deux dernières différences sont les dérivées des’ deux 
fonctions 





— B, 


F(x)—Af(x), F(x)—B/(c); 
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l’une de ces fonctions sera donc croissante et l’autre dé- 
croissante, et par conséquent, si de ce que devient cha- 


cune de ces deux fonctions on retranche ce qu'elle était, 
les différences ainsi obtenues 


PAPER (x) RAT (EE À) gx is 
F(æ+h)—F(x)—B[f(x +k)—/f(x)], 
seront l’une positive et l’autre négative; et parce que 
J(x+h)—f(x) est par hypothèse une quantité tou- 


jours positive ou toujours négative, les deux différences 
F(x+A)—F(x) : F(r+h)—F(x) 


AE A AS UP, 


f(xæ+h) — f(x) ” f{(x+h)— f(x) 


seront encore nécessairement de signes contraires, et par 
F(2LA)—F(x) 
f(z+h)—f(x) 
À , plus petit que B, sera compris entre la plus grande et 
F'(x) Li 
la plus peute des valeurs du rapport Fa) De plus, si, 


comme nous l’avons supposé, les fonctions dérivées sont 


conséquent le rapport , plus grand que 


elles-mêmes continues, pendant que x passera de la 
P'() 
Fa) 
par toutes les valeurs intermédiaires entre À et B ; or 
Fa +4) —f (à) 


il existe donc une valeur de x de la forme x + 0, k propre 


valeur x à la valeur x + L, le rapport passera 


est une de ces valeurs intermédiaires ; 


à vérifier l'équation 


F(x+h)—#F(x)_ F'(x+0,k) 
F(a+h)— f(x)  f'(x+0h) 


 Corollaire 1°". En posant, dans l'équation qui précède, 


ce qu’il fallait démontrer. 


XL — Xss On a 


F(zo+h)—F(x)  F'(x+6,h) 
(to + h)— f(x) f(x + ,h) 


2 
CE RE 
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et si les deux fonctions F (x) et f(x) s’'évanouissent pout 
TL = Xi) 


F(xo +4) F" (to + 0,h) 
f(to + h)  F'(to + 6h) 


Corollaire 2. Supposons que les fonctions ne s’éva- 
nouissent plus pour x = x,, mais que leurs dérivées, 
celles de la seconde restant toujours positives ou toujours 
négatives entre les limites x, et x, + h, s’évanouissent 
seules, jusqu'à celles de l’ordre 7 — 1 inclusivemért, 
quand on donne à x cette valeur. En appliquant successi- 
vement à ces dérivées la deuxième équation du corol- 
laire 1°, équation qui s'étend à toutes les fonctions qui 
satisfont aux conditions énoncées, on aura 


E'(xzo+ 0h) _ F'(xo+0,h) 1 
F' (to 0h) F' (to 0h) 
FO) (xs + 01h) _ FO) (x +0) 


LR f CRETE) (ts ee Ouh) fu) (ro er. Oh)’ 
et par suite, en vertu du corollaire 1°, 
F(x+h)—F(x)  FO(x +0h) 
(Go +h)— f(x) — F(xot 0h) 
Si les fonctions s’évanouissaient en même temps que leurs 
dérivées, on aurait 
F (co 4) FO (ae +04) 
F(to+ h) — FO(x +0h) 


et en posant X, — 0, À = x, 





F(x) _ FU) (0x) 
f(r) TP) 


Corollaire 3. Les conditions des théorèmes précédents 
seront toutes vérifiées si l’on prend À assez petit, pourvu 
que les fonctions et leurs dérivées s’évanouissent, quand 
il le faudra, pour x = x, ; en effet, les dérivées de la 
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seconde fonction ne changeront pas de signe dans l’inter- 
valle infiniment petit de x, à x, + h. 

Les conditions relatives à YA) seront aussi remplies 
si l’on prend f(x) = (x — x, }', d’où 
F'(a)=n(z— x), f(x) = n(n—i1)(x—r0)2,... 
FT (x)=n(n—1)(n—2)...2(x— x), 
FO(æx)=1.2.38...n—= f(x, + 0h). 

Si donc les dérivées de F (x) jusqu’à celles de l’ordre 
n— 1 inclusivement s’évanouissent pour x —x,, on aura 


h n 


nl à. C4: LC NA ES Bar 
9, TU (am h}, 


F(xzo+h)—F(x) = 
et en faisant 7 — 1, 
E(xo + hk)—F(xro) = AF' (x + 0h). 
Si F(xo) s’évanouissait aussi, on aurait 
h? 


CT: PORTE (n) OZ à 
OL FE (ER 1) 


F(z +) — 


Lorsqu'on fait x, —0, h = x, les équations qui précèdent 


deviennent 
F(xz)—F(0) — —— F1) (0x), F(x)—F(0) —2F'(0x), 
xt 
— ——_—F(r) (0x). 
Lt 1 “RÉ a) 


F(x) F0 (6x) 
Ja) FO (Ge) 
un théorème dont voici l'énoncé : si deux fonctions F (x) 
et f (x) continues, ainsi que leurs dérivées, s’évanouissent 
pour x — o avec ces dérivées jusqu'à celles de l’ordre 
n — 1 inclusivement; si de plus les 7 premières dé- 
rivées de la seconde sont toujours positives, ou toujours 
négatives entre les limites o et x, la valeur du rapport 
des fonctions sera une valeur intermédiaire du rapport 
des dérivées 2%", On peut donner de ce théorème im- 


23. L’équation déjà obtenue renferme 


portant une démonstr ation directe et très simple. 
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Supposons d'abord que les deux fonctions s’évanouis- 
sant seules pour x = 0, la dérivée première J'(x) de la 
seconde conserve constamment le même signe, ce qui 
exige que la fonction f(x) soit toujours croissante ou 
toujours décroissante, et par suite toujours positive ou 
toujours négative, puisqu'elle s’'évanouit avec x. Dans 
cette hypothèse, désignons par A la plus petite, et 
par B la plus grande des valeurs que prend le rapport des 
dérivées Fe 

F&) 
fe) à Fe) 
F@  F@ 
et il en sera de mème, puisque f(x) ne change pas de 
signe, des différences F’(x) — À f(x), F'{x)=B f'(x), 
de sorte que des deux fonctions F (x) — Af(x), 
F (x) — Bf (x) dont ces différences sont les dérivées, 
l’une sera toujours croissante, l’autre toujours décrois- 


entre les limites o et x, les deux quan- 


tités — B, seront de signes contraires, 


sante, ou, ce qui revient au même, puisque ces fonctions 

s'évanouissent aussi toutes deux avec x, l’une sera posi- 

tive et l’autre négative; les quotients 

F(x)— Af(x)_ F(x)_ | F(x)—Bfx)_ F(x) 
f(x) _ Ja) f(x) fa) 

seront encore de signes contraires, parce que f(x) ne 

change pas de signe, et il restera démontré que la valeur 





—B, 


du rapport des fonctions est comprise entre la plus petite 
et la plus grande des valeurs du rapport des dérivées. De. 
plus, si l’on fait passer la variable de la valeur o à la 


. F(a) 
valeur x, le rapport continu == passera par toutes les 





J'(x) 
valeurs intermédiaires entre À et B; or, comme on Pa 
LM d leurs, il d 
prouvé, FE ENS une de ces valeurs, il existe donc une 


valeur de x de la forme 0x, 0, désignant un nombre 
compris entre © et 1, propre à vérifier l'équation 
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F 122 008) EF’ (0, x) 
ne el Si les deux dérivées premières, secondes 
fx) Fax) P 





troisièmes, quatrièmes, etc., jusqu'à l’ordre 72 — 1 inclu- 
sivement, s’évanouissent à leur tour avec x, en appli- 
quant aux DÉrTyeente ce que l’on a dit des fonctions, on 
trouvera 

F'(0,æ)  F'(Ox)  F'(Dsx) | _ FU (Ux) 

Pas) Pa Fu) JU) 
F(x) _ F@)(0x) 
f(x) FO (a) 

En changeant dans l’équation qui précède x en k, 
F(h) et f(k) en F(x,+h)—F(xo);s f(to+h)—f(xs), 
et supposant que les dérivées des fonctions F(x), f(r) 











et par conséquent —7— 


s’'évanouissent pour x — X,, Jusqu'à l’ordre X, inclusive- 


ment, on retrouverait l’équation 
E(xo + h)—F(x0) FF) (x, + 0h) 
(to +h)—f( to) SM xo + 0h)? 
HAL R Ir) 0, 7(2) = 0; 


F(zo+ Ah) FM{(zx, +th) 
Fa) 10 (+0) 


Les deux théorèmes fondamentaux des n°° qui précèdent 


peuvent donc être déduits l’un de l’autre ou démontrés 
séparément. 
Nota. Les équations 


F(xoth)—F(x) = AFF (x, + 0h), 
F(z+h)=F(x)=AF(x+0h), F(x)—F(o)= zxF'(bx), 
supposent seulement que la fonction F (x) et sa dérivée 
F'(x), sont respectivement continues entre les limites +, 


et Lo, +h, xetx+h, o et x, ce qui arrivera toujours 


quand À ou x seront des quantités infiniment petites. 


r—/ 
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2 


Applications des premiers principes du Calcul différentiel à diverses 
questions d’analyÿse où il n’entre qu’une seule variable indépendante. 


PREMIÈRE APPLICATION. Determination des véritables 
valeurs des quantités qui se présentent sous l’une des 
formes indéterminées 


c 120 U, OX LE Co, oO, TENTE 

24. Supposons que deux fonctions réelles de x, F(x), 
f(x), s’'évanouissent pour x = x,, et qu'il en soit de même 
de leurs dérivées jusqu’à celle de l’ordre 7 exclusivement, 
de sorte que les deux dérivées de l ordre n soient les 
premières qui nes’évanouissent plus à la fois pour += x, ; 
en désignant par Lune quantité infiniment petite, nous au- 

F(xo + ) +4) FO (x +0) 
 f(to +) +) FU (xo + 0h)? 
et par suite, en faisant k—0, ECS) » = Fe de sorte 
| Lam f(x) F9 (mo)? 


F(æo) 


que la vraie valeur du rapport ES qui se présente sous 
oO 


rons, n°23, corollaires 2 et 3, 





la forme indéterminée ?, est le rapport des valeurs que 
prennent pour x —x,, les deux dérivées de ces fonctions 
qui, les premières, cessent de s’évanouir à la fois. Si l’une 
de ces deux dérivées s’évanouit, la vraie valeur du rap- 
port sera o ou œ, elle sera au contraire une quantité 


SIXIÈME LEÇON. AT 
finie si aucune des dérivées n°" ne s’évanouit. Si n—1, 
cest-à-dire si les dérivées premières ne s’évanouissent 
pas à la fois, on aura 
Ra IF" (r) 
5 AGE}, à f' (So) 
Exemples : pour x — 0, 


Ces ee Her Sin? Z 2Sinrcosx 
ns Ed a sa 


D E-parA 2? 


























ST . cosr x I 
SNx  Cos x [— COST  SNZ COS x I 
— —= = % ; PR ee me rs 
& LT ue DA > 2 
T— Sin Z 1 — COS x sin x COS æ I 
xÿ ls 3x? rome me 6 76? 
Ce mm QT. EC HOT Er CT, CRE 
A EE ————_————— EE ———————— = ———— etc. 
Z— Sin x 1 — COS x sin # cos æ d 
et pour T—=1, 
Lx F ZT —1 I LOU mn E I I 
pee), dj RU 3 = ——-, etc. 
LT ZT T1 "22 2 Li NX, 


25. Supposons maintenant que les deux fonctions 
Er); f @) eee infinies pour x = x,, les deux 


quantités s'évanouiront et l’on aura, d’après 


Fa) Ja) 


ce qui précède, pour x = x,, 




















F(to) Ft) 


pa F(xo) __ F'(t0) 

HAUT (&o)’ 
F(xo) 
À (ra) 





de sorte que la véritable valeur du 


rapport 





, Qui se présente sous la forme indétermi- 
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NA PP LIRE | | 

née coïncide avec la, valeur correspondante du rap- 
F’(æe) 
! . 

JG) 


Exemple. On à pour x — 0, 


port 


Î 
V4) __ Sin? ___2SIn x Cos æ 


cotx ZT ï 





ee 
——— ° 


Ce théorème est vrai quel que soit x, ainsi que le pré- 
cédent, et il le sera par conséquent pour x,= ©. 


Exemples. On a pour x = , 


aï a‘ la 
19; re HO 
zx ] 





L’exponentielle l’emporte sur la variable x, ou eroît 
beaucoup plus rapidement. 


Lz I 
2°4 se En 
"x — xla 
Le logarithme croît moins rapidement que le nombre. 
Corollaire. Si les dérivées F'(x) et f(x) devenaient 
elles-mêmes infinies pour x = x,, et s’il en était ainsi 
jusqu'aux dérivées de l’ordre 7 exclusivement, on aurait 


F'(xo) _ F'(xo) Zo) À HS F® (x) 
MM Aie) 770) | RON 
et par suite . 


F(xo) _ F() F@ (zx) ) 

Fa) f(x) (HS 
La vraie valeur d’un rapport qui se présente sous la 
do HA | 
forme a coïncide donc avec la valeur du rapport des 


dérivées qui, les premières, ne deviennent pas infinies à 
la fois pour x —x,. 
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Exemple. On à pour x — æ,., et en désignant par » 


le nombre entier immédiatement supérieur à a, 


xt __ a(a— 1)...(a—n+i) 
Ben anTa eT 05 


c'est toujours l’exponentielle qui l’emporte. 
3°. Si le produit s—F(x).f(x) prend la forme 


0 X æ, sa véritable valeur RATES avec celle du ét 


5 VE a 
f(x) FE) 


LD” Cique l’on déterminera facilement à l’aide des mé- 


Port —— ; qui se présente sous la foriner — où 
O 


thodes précédentes. 
Exemples. On a pour x = «, 











ET 2104 
et pour T0, 
x La 
LR — = =—-xz—0,;, 
— TJ 
l Z ÆT * de 
PAT ae at dates le 4 


4°. Enfin si l’exponentielle s — F(x)/(*) se présente 
sous l’une des formes o°, æ°, 17% , on aura 
1F (x) 
1F (x TETE 
LE flohlE(ahuss Mu je ms 8 LANTA ; 


et alors pour trouver la véritable valeur de s, il suflira de 
F(x) f(x) IF(x) 
F (x) f(x) POTR 


Exemples. On a pour x — 0, 


calculer la vraie valeur — de l’exposant 
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pour rico, 


pour TT —=TIT, 
I 1 (x) 


I 
1—xT 1 x x 
TZ ee te panel AU 4 








DEuxIÈME APPLICATION. Comparaison des quantités in- 
finiment petites des divers ordres; détermination de 
l’ordre d'une quantité infiniment petite, etc. 


26. Définition. Désignons par a un nombre constant 
rationnel ou irrationnel, par z une quantité infiniment 
petite, et par & un nombre variable. Dans le système de 
quantités infiniment petites dont z sera la base, une fonc- 
tion de z représentée par f (£) sera un infiniment petit de 


a 


les valeurs de « plus petites que 2 et infinie pour toutes 


l’ordre a, si la limite du rapport —— est nulle pour toutes 


les valeurs de « plus grandes que a. 

Corollaire. Toute quantité finie qui ne s’évanouit pas 
ou ne devient pas infinie pour ? — 0, peut être regardée 
comme un infiniment petit de l’orde o. 

Ces définitions admises, si l’on désigne par z le nom- 
bre entier immédiatement supérieur à l’ordre a de la 


EU 


quantité infiniment petite f(z:), le rapport sera le 


premier terme de la progression géométrique 


s0) FC) A) 2 FO FO) 


CS A NN LES AS Te à 


qui cessera de s’évanouir avec £. 
De plus, on aura successivement 


im) = 0,) f(0)=I0;, lim: 20 2 im. F'(ÈX S'Ÿ= 
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lim. AO ES lim. F6) —— tn 77 Jo) =26... etc, 
21 1.2 
sd ER 414 0) 


= lim. ——— 


LR un OU LR 


ADO: 8117 lim. AUe 


in ? 


on en conclura que les dérivées f”(&), f"(2),... f 1 (à) 
s'évanouiront toutes avec z, et que par conséquent, dans 
le cas où, comme nous l’avons supposé, f(£) est un in- 
finiment petit de l’ordre a, f(" (1) est la première des 
dérivées de f (1) qui ne s’évanouit pas avec z'et qui cesse 
d’être une quantité infiniment petite. 


fo 


—, il peut avoir une limite fi- 





Quant au rapport 


nie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 
a pt 


li ? 


api 
l'e:, 





stelir, 


sont trois quantités infiniment petites de l’ordre a, et le 
quotient que l’on obtient en les divisant par i*, savoir 


Zi 
ni 
Fe mr lé, 


ont pour limites respectives 


1 
1, O0, ——. 


27. Taéorème 1°. Si dans un système quelconque on 
considère deux quantités infiniment petites d'ordres dif- 
férents, pendant que ces deux quantités s’approcheront 
indéfiniment de o, celle qui sera d’un ordre plus élevé fi- 
nira par obtenir constamment la plus petite valeur numé- 
rique. 

Démonstration. Concevons que dans le système dont 
la base est :, on désigne par À — f(i), B—F(:) deux 
quantités infiniment petites, la première de l'ordre a la 
seconde de l’ordre b, et supposons a < b : si l’on attribue 
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à « une valeur comprise entre « et b, les deux rapports 


A B 0 . 0 . 
—,— auront pour limites respectives, le premier : ou o. 
DATE 


le second o, et par suite le quotient de ces rapports ou 
UD “RP 5 
la fraction 7 2ura une limite nulle, la valeur numérique 


du numérateur B décroîtra donc beaucoup plus rapide- 
ment que celle du dénominateur A, et cette dernière 
finira par devenir constamment supérieure à l’autre. 


28. Taéorëme 2°. Soient a, b, c,... les nombres qui 
indiquent dans un système déterminé les ordres de plu- 
sieurs quantités infiniment petites, et a le plus petit de 
ces nombres, la somme ou la différence des quantités 
dont il s’agit sera un infiniment petit de l’ordre a. 

Démonstration. Soit toujours £ la base du système 
adopté, soient de plus À, B, C,.... les quantités don- 
nées, la première de l’ordre a, la seconde de l’ordre 2... ; 
le rapport de la somme À + B + C +.,. à la quantité 
A,savoir ,; I à the Fm .. aura pour limite l’unité, 

G dans lesquels les numérateurs 
AR 
sont des infiniment petits d’un ordre plus élevé que les 
dénominateurs, ont o pour limite; et par conséquent le 


B 
parce que les termes — 


produit 


a la mème limite que le rapport x et puisque ce der- 
aur q PP pe puisq 


nier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant qu’on 
suppose &« <{ &aOou«x > «a; on pourra en dire autant du 
ARE ON, 





rapport : donc À ÆE BE CE Sers 


it 


une quantité infiniment petite de lPordre à. 
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On conclura facilement de ce qui précède, que pour de 
très petites valeurs numériques de la base r, la somme ou 
la différence de plusieurs quantités infiniment petites, 
rangées de manière que leurs ordres forment une suite 
croissante, a constamment le signe de son premier terme. 

29. Taéorkme 3°. Dans un système quelconque dont 
la base est #, le produit de deux quantités infiniment pe- 
tites À et B dont les ordres sont désignés par a et b est 
une autre quantité infiniment petite de l’ordre a + b. 


' Hu: AD Bat 
Démonstration. Les rapports > “eauront des limites 
U ? 


nulles toutes les fois que l’on supposera & << a, 6 << b; 
des limites infinies toutes les fois que l’on supposera 


x >a,6>>b, et l’on pourra en dire autant du produit 
A B AB 


: AB 
—X == d’où il résulte le r Prune 
ARE ES d'oUrIE ésu te que le rappo er aura 


une limite nulle pour & + 6 << a + b et une limite in- 
finie pour &« + 6>> a + b; donc le produit AB sera un 
infiniment petit de l’ordre a + b. On en conclut: r° que 
si l’un des facteurs se réduisait à une quantité finie, le 
produit serait tn ent du mème ordre que per 
facteur ; 2° que dans un système quelconque le produit 
de plusieurs quantités infiniment petites dont les ordres 
sont désignés par a, b, c... est une quantité infiniment 
petite de l’ordre a + b + c +... 

30. Tuéorëme 4°. Si trois quantités infiniment petites 
i, À, B, sont telles, que la première z étant prise pour 
base, la seconde A soit de l’ordre a, et que la seconde A 
étant prise pour base, la troisième B soit de l’ordre b, 
celle-ci, dans le système qui a pour base la première 7, 
sera d’un ordre équivalent au produit ab. 


LA . L À B 
Démonstration. Les deux rapports —, — ont, par hy- 
v AM 


pothèse, des limites nulles quand on fait & a, 6 € b, 
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et des limites infinies quand on suppose & > a, 6 >> b; 


. fA 6 B B tit à 
donc le produit (ce) X —.—=— aura lui-même une li- 
Fe RUE 


mite nulle pour «6 <<'ab , une limite infinie pour «6 >> ab, 
et par conséquent si l’on prend ? pour base, B sera un in- 
finiment petit de l’ordre ab. 

Corollaire 1°. Le rapport entre les ordres de deux 
quantités infiniment petites B et À reste le même quelle 
que soit la base du système que l’on adopte, et ce rap- 
port est équivalent au nombre b qui indique l’ordre de la 
première quantité quand on prend pour base la seconde. 
Donc, si après avoir déterminé pour une certaine base 
les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, on 
vient à changer de base, les nombres qui indiquent ces 
divers ordres croîtront ou décroiîtront tous à la fois dans 
un rapport donné. 


Corollaire 2"°. Si dans le théorème 4 on fait B = 2, 


, donc si dans le 


S | = 


on aura évidemment ab — 1, b — 
système dont la base est z la quantité À est un infiniment 

- : A Sr ; 4 
petit de l’ordre a, z sera de l’ordre " dans le système qui 


aura pour base la quantité A. Aïnsi, par exemple, lors- 
que À, considéré comme fonction de #, est un infiniment 
petit du premier ordre, on pourra en dire autant de 
considéré comme fonction de À. 


Corollaire 3"°. Si deux quantités infiniment petites 
sont telles, que l’une étant prise pour base, l’autre soit 
du premier ordre, le nombre qui exprimera l’ordre d’une 
quantité quelconque restera le même dans les deux sys- 
tèmes qui auront pour base les deux quantités données. 


81. Taéorëme 5°. Si l’on désigne par 1 et par f (#) deux 
quantités infiniment petites, zéro sera la voleur unique 
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9 
207"; 
ou l’une des valeurs que prendra le de 70 ) D lors- 


qu'on y fera évanouir la quantité 7. 


Démonstration. I suffit évidemment de démontrer ce 


théorème dans le cas où la fonction dérivée f'(1) s’éva- 
nouit en même temps que f (1) pour = 0; or on y par- 
viendra sans peine dans le cas où les deux fonctions f'({), 
f”'(&) sont continues par rapport à z dans le voisinage de 
la valeur particulière i = o : en effet, on aura dans cette 
hypothèse 

fo=ir (on, = 

AO NA TOR 
or puisque f'(o) est nul et que 8 désigne une quantité 
comprise entre o et Z .f' (0i) convergera plus rapidement 
que f'(z) vers la limite o , d’où il résulte que la fonction 
We 
Le sera plus petite que l’unité, et que le produit D 
aura une valeur sensiblement nulle ; donc la limite ou 
l’une des limites vers lesquelles convergeront ce même 








produit, et par suite le rapport A 2, sera égale à o. 


On pourrait démontrer encore que si la fonction f(£), 





dans le système de quantités infiniment petites dont £ 


représente la base, est un infiniment petit de l’ordre a, 
le nombre à sera ordinairement la valeur numérique où 
EN dd Lg 
F0) 


Supposons en effet que.f (#) est un infiniment petit de 
l’ordre a, et posons 





du moins l’une des valeurs que recevra le produit 


JE) = Ep (E) 


De cette équation , l’on tirera en différentiant, 


D PP TD LL EEE AC 
S (es e ( )+ g’(i); fü) a o(i)? 
EME 


FIONBMEUTTUÉ 








à # 


& 
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ig'(i) 


Z s'évanouirait avec 
g (i) 


# . 
. . . AE t 
i, ce qui arrivera par exemple si le rapport £ ( ) 
vaine g(i) 

; (REF ME LS 

une valeur finie, a = lim. nr 

(4 

82. Ces considérations sur les quantités infiniment pe- 
tites conduisent naturellement aux règles dont l’ensemble 
constitue la méthode infinitésimale. Cette méthode, quiest 
comme une simplification pratique du calcul différentiel, 
repose toute entière sur ce principe fondamental : Deux 


sommes de quantités infiniment petites des divers ordres 





et dans tous les cas où le produit 





conserve 


ne peuvent Jamais être égales sans que, dans ces deux 
sommes, les quantités infiniment pètites de même ordre 
soient égales séparément, c’est-à-dire que si | 
Ars. Aus Atos os BA OBS 
sont des quantités infiniment petites des ordres a, a’, a, 
léquation 
Au Au + Ag... = Bs + By + B..., 

entraînera nécessairement les suivantes 

Be Dani dt DU UT EE — B,r, etc. 

Démonstration. Supposons que les nombres &, a’, a”. 

soient rangés par ordre de grandeur , et que a soit le plus 
avektb; dans l'équation | 

A+ Au + Ass = B; + By + By, 
mise sous la forme 

(Aa — B:) + (Au — B4) + (Aa — Bar) At F3 


le terme À, — B, sera encore un infiniment petit de 
l’ordre a, et l’emportera sur la somme de tous les autres ; 
donc, si ce terme n’est pas nul ou si l’on n’a pas À, —B,, 
cette équation sera impossible. Ce que nous venons de 
dire des deux termes A,, B, s'étend évidemment à tous 
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les autres ; on aura donc nécessairement 
Ars D ie Ds Au Bon vetc: 


De cette proposition générale on déduit les règles sui- 
vantes : 

Règle 1°. Deux quantités finies ou, ce qui revient au 
même, infiniment petites de l’ordre o, qui ne différe- 
raient l’une de l’autre que d’une quantité infiniment 
petite, sont rigoureusement égales. 

Règle 2°. Deux quantités infiniment petites du pre- 
mier ordre dont la différence serait infiniment petite du 
second ordre, ou plus généralement deux quantités infi- 
niment petites d’un ordre quelconque, qui ne différe- 
raient l’une de l’autre que d’une quantité infiniment pe- 
te d’un ordre supérieur, sont rigoureusement égales. 

Règle 3"°. On peut rigoureusement, et sans crainte 
d’altérer les résultats, négliger, dans une équation, soit 
des infiniment petits ajoutés à des quantités finies, soit des 
quantités infiniment petites d’un ordre quelconque ajou- 
tées à des quantités infiniment petites d’un ordre inférieur. 

Règle 4°. Dans le cas où l’accroissement Ax de la va- 
riable indépendante peut être considéré comme une quan- 
tité infiniment petite du premier ordre, ce qui arrive 
toujours dans les applications à la géométrie, à la méca- 
nique, etc.; la différentielle dy de la variable dépen- 
dante, diffère de son accroissement Ay d’une quantité in- 
finiment petite du second ordre; on trouverait en effet, 
en partant des principes déjà démontrés, 





07 
F’(x + 0,4%): 


ay = F’ (x)Ax +- st 


on pourra done, comme nous l’avons indiqué, substituer 
rigoureusement l'accroissement à la différentielle, et ré- 
ciproquemént. 


DS 
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Suite des applications analytiques. 


TROISIÈME APPLICATION. ftecherche des maxima et des 
minima d'une fonction d'une seule variable. 


33. Lorsqu'une valeur particulière F (x, ) de la fonc- 
tion F(x) surpasse toutes les valeurs voisines, c’est-à-dire 
toutes celles qu’on obtiendrait en faisant varier x en plus 
ou en moins d’une quantité très petite , cette valeur 
parüculière de la fonction est ce qu'on appelle un 
maximum. 

Lorsqu'une valeur particulière F(x,) de la fonction 
F (x) est inférieure à toutes les valeurs très voisines, elle 
prend le nom de minimum. 

Pour un maximum, il faut donc que la fonction cesse 
de croître pour décroître; pour un minimum, il faut 
qu'elle cesse de décroître pour croître; ce qui exige, 
comme nous l'avons vu, que la dérivée passe du négatif 
au positif, ou du positif au négatif, et par conséquent que 
pour x —x, (x, étant la valeur qui convient au maximum 
ou au minimum) la dérivée F'(x), si elle ne cesse pas d’être 
réelle, devienne nulle ou infinie. Les valeurs de x qui ren- 
dent alors la fonction maximum ou minimum devront done 
vérifier l’une des équations F'(x)—0o, F'(x) = æ. Soit 
x, une des racines de ces deux équations : la valeur cor- 
respondante de F(x), savoir F(x,), sera un maximum, 
si dans le voisinage de x — x, la fonction dérivée F'(x) 
est positive pour xx, —h et négative pour 4=%X,+ h: 
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Au contraire , F(x,) sera un minimum si la fonction dé- 
rivée F'(x) est négative pour x = x, — h et positive 
pour X=X, + h. 

Enfin, si entre les limites x,—h et x, + la fonction 
dérivée F (x) était constamment positive ou constamment 
négative, la quantité F(x,) ne serait ni un maximum ni 
un minimum. 


Exemples : 
ds E(x)= 2 + pr + q, F'(x) = 2x + p. 
Cette dérivée s'évanouit pour x — —?, et devient né- 


L2 . . D 
galive pour TX —?, positive pour x>— 7. La fonc- 


tion °° + px + g admet donc une valeur minimum 


correspondante à x = —;p; cette valeur minimum est 
15593 
PT M 
a* a° I 1 
a. F(x) = —, FAR) = Siren 
zx , Lesters 


Cette dérivée, qui s'évanouit pour x — Le, est positive 
pour æ > Le et négative pour x < Le ; la fonction à 
al 


donc une valeur minimum ben pi 
Le 7 ‘Le 


€ 





| ar Dr : 
3°. La fonction és admet, au contraire, la valeur 


9 £ / # Les nm hr K Elan 1 
: € Car d4 CT = — ob mr J ; La ARNO OPA TT A 
maxIMUM —. Er 12 Es. ( 


… : “He. sS Ce À 
€ fret hat 4 Was x € € Le mie? Le tan x DE 


4, me “acquiert pour x = a la valeur maximum 
EC 

34. Il est facile de décider si une racine quelconque x, 
de l’équation F'(x)—o produit un maximum ou un 
minimum de la fonction F(x). En eflet, désignons par 
F(” (x) la première des dérivées de F{æ) qui ne s’éva- 
nouisse pas pour Æ — Xo, nous aurons, d’après un théo- 
rème déjà démontré n° 22, corollaire 3, 
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# 


h" 
F(roh)=F(t)e FP (to + On) 
h? 
Er (n) 
A Le D 7e LES 


Si h est très petit, comme nous pouvons le supposer, 


le second membre aura le signe de son premier terme 
h? 


2,00 02 
premier terme changeant de signe avec L, ilen sera de 
même de la différence F (x, + h)—F(x,), et la valeur 
F(x), plus grande que F(x, —) et plus petite que 
F(xs + h), ou plus petite que F (x, — h) et plus grande 
que F(x, + h) ne pourra être ni un minimum, ni un 
maximum. 

2°, Si n est pair, la différence F(x; +h)—F(x) 
qui ne changera pas de signe avec k, sera positive si 
FM (x) > 0 et négative si FM (x;)<o, et par consé- 
quent la valeur F(x,) sera un minimum dans le pre- 
mier cas et un maximum dans le second. 

Nous arrivons ainsi à cette règle générale: Lorsqu'une 
valeur particulière x, de x dans le voisinage de laquelle la 
fonction F (x) reste continue , fait évanouir les dérivées 
de F(x) jusqu’à celles de l’ordre 7 exclusivement, la 
valeur correspondante de F(x) ne peut être un maxi- 
mum ou un minimum que dans le cas où la dérivée 
qui la première cesse de s'évanouir est une dérivée d’or- 
dre pair, c'est-à-dire dans le cas où 7 est un nombre. 
pair; dans ce cas la fonction F(x) sera un minimum si 
la valeur de FG)(x) est positive, et un maximum si la va- 
leur de F(# (x) est négative. 


Exemple : 


FO (xs), et dès lors, 1° si 7 est impair, ce 


F(x) = ef + 20087 +6, F'(x) —ef—2sinx— e7*, 
F’(x) = ef — 2co5x + 677, F'(x) —e + osinx— e7*, 
F(x)= 67 + 2 cos x + e7*. 
Les trois premières dérivées s 


? 


évanouissent pour X—0, 
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la quatrième se réduit à 4; donc la valeur dé F(x) 
correspondante à x — 0, ou le nombre 4, sera un mini- 
mum de cette fonction. 

Scolie. On à d'y = F®(x) dx", et par conséquent si 
n est pair, d'y étant toujours de même signe que FD (x), 
on pourra, dans l’application de la règle précédente, 
substituer les différentielles aux dérivées. 

99. Outre les maxima et les minima qui répondent 
aux racines des équations F'(x) = o et F'(x) = , 
il peut en exister d’autres qui répondent aux valeurs de 
x pour lesquelles la fonction F(x) cesse d’être réelle ou 
continue, de sorte que dans la recherche des maxima et 
minima il faut en général commencer par déterminer 
les valeurs de x qui rendent la fonction F (x) imagi- 
naire ou discontinue, et voir si les valeurs correspon- 
dantes de cette fonction surpassent les valeurs voisines ou 
leur sont inférieures. Dans le premier cas, elles seraient 
un maximum, dans le deuxième un minimum. 


Exemples : 
Firk = V/x, F(x) = Su F(x) — ar. 


Ces trois fonctions deviennent discontinues en passant du 
réel à l'imaginaire, tandis que la variable x passe du 
positif au négatif, et obtiennent pour x — o une valeur 
nulle qui représente un minimum de la première et un 
maximum de chacune des deux autres. 

36. Applications. 1°. Partager un nombre en deux 
parties % et a — x telles, que le produit y = F(x) — 
x" (a— x)" soit un minimum où un maximum. 


La valeur maximum de ce produit correspond à 


ma Ë à 
X = .Il y aura de plus deux valeurs minimum. 


min 


correspondantes à x — 0, x — 4, pourvu que "» et 72 





soient pai rs. 
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29, De tous les triangles construits sur une même base 
et isopérimètres, quel est le plus grand? 
Soit a la base donnée, »p le périmètre ou la somme : 
des trois côtés, x un second côté, le troisième sera 
op — a — x, et la surface du triangle 


T=F(x)=Vp(p—a)(p—z)(a+z—p). 


Cette surface est un maximum lorsque x étant égal à 
D — il . . . ‘ 
©, Je triangle devient isoscèle. 
2 

3°. De tous les carrés inscrits dans un carré donné, 
quel est le plus petit ? 

En nommant a le côté du carré donné, x la distance 
d’un des sommets du carré inscrit au sommet le plus 


voisin du carré donné, fa surface du carré est 
Q—=F(x) = 22 — 2ax + a, 

EAN a- « 
et cette surface est un minimum lorsque X — 25 c'est-à- 
dire lorsque le carré intérieur est formé par les droites 
qui joignent les milieux des côtés du carré donné. 

4°. Quel est, dans l’ellipse Dax? + &y= a*b?, le 
maximum de l’angle V de deux cordes supplémentaires ? 
En désignant par x la tangente de l’angle obtus que 


fait, avec l’axe des x, l’une des cordes supplémentaires, 
la tangente de l'angle des deux cordes est 


a?x? + b? 
tang V =F (x) = ——— 
et l’angle est un maximum lorsque x = — -, 


a 
5°, Chercher le nombre x dont la racine x" est un. 


maximum ; 


8 | = 


xx est un maximum lorsque X— e. 


“mm Ça 
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Suite des applications analytiques. 


QUATRIÈME APPLICATION. Développement d'une fonction 
réelle suivant les puissances ascendantes et entières 
de la variable x; formules de Taylor et de Maclaurin. 


51. Lorsqu'une fonction F (x) étant réelle et continue 
avec ses dérivées, ces dérivées jusqu’à celles de l’ordre # 
exclusivement s’évanouissent pour x = x, , on a, comme 
nous l’avons vu, 


Fo )—F (x) = TE FO (ae + 0); 


ou en supposant que x, soit nul et faisant A = x, 


LA 
F tri] — F (o) = PRET EG) (0x), 
et si F(o) — 0, 
LA 
QE RSE NRA NE Ms 


Or ces équations fournissent un moyen très simple de dé- 
velopper les fonctions réelles d’une seule variable suivant 
les puissances ascendantes et entières de cette variable. 
En effet, en posant 7 — 1, il vient 
F(xæ)—F(o)—zxF' (0x), 
et en faisant 
F’(0x)=F'(0)+R:, 


F(x)—F(o)—xF'(0o)—R,;x. 


R;x est évidemment une quantité qui s évanouit avec x, 
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ainsi que sa dérivée première F'(x) — F'(o), et dont la 
dérivée seconde est F”(x) nous aurons donc 
TL? 


F(x)—F(o)—xF'(0) = rs F7 (6x). 





Posons encore 
F” (0x) — p" (o) HR 
il vient 


= 





x? // 
P (7) PB Ne (6e HS 


2 


est encore évidemment une quantité, fonction de 
2, 





TL 
R, 

i 
x, qui s évanouit avec x ainsi que ses dérivées première 
et seconde 


F'(x)—F'(0) — xF”’(0), F”(x)—F”(0) 
et dont la dérivée troisième est F”(x); on aura donc 


2 2) 
F(x)—F(o)—xF/(0) — F”(o)— ee F” (Gr). 


En continuant de la même manière, et observant que les 
xÿ R;xi 
RER hu DE TE LtE 
ainsi que leurs dérivées, jusqu’à celles du troisième, du 
quatrième, du (7 — 1 }*”* ordre inclusivement, on aura 


fonctions 





etc., s'évanouiront avec x 


définitivement l'équation 





(2) Ro) É (0) Ro) EU 0) 
mn 

et 

F(a)=F(0) + F0) F0) +. + RU (0) 
_ —T— Ft (8x); 


la fonction continue quelconque F(x) peut donc être con- 
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. DT , o . 1 
sidérée comme composée d’une fonction entière de x, 


LL de 
F(o)+=F(0) +... As PUR 1) (o), 


et d’un reste, savoir 


x" 
DR RO). (Gr\. 
Mao. in WE) 
Exemples : 
1°, Hixhaæ es, 
on à 








Leur #3 5 À +. 
k Sa I jus à 1.2.3...(72—1) 
x! Ox 
4 CAE STE: 
2°. Ex): saz, 
: nz 
FO (2) = sin( x +7 NU (oR= os Ro) ir: 


F'(o)—=0o, F'(o)=—1..:F(%71)(0o)— sin 


3e £ Er) = cos r; 
æ? xi mas (n—1)7 
MATE >.3.4 a 3 (AS UE 2 
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6 (ue à } (ne JO 
1.2.3...(7—1) 
Con PA Lire ce 


1200008 


ho 


. F(x) = arc tangzx, on aura 





(æ) IX V2 LEP  à ==) 
== [(x Re Pme UE +eV/—i)T],. se 
NE (PC CO EE PE T9 





Fa(o) = (Vi) eee Dr, re 


et par suite, si 2 est pair, F” (o) = 0 ; si 7 est impair, 


T1 


Es (o)e(—1) 2 La 





æ3 x? TNT 
arc lang = + — 


3 Eu CESR 
at (ie Vi EC + 0er) 
dur 2V/— 1: | 





. Si la fonction F(x) est entière et du degré », sa 
sue de l’ordre 7 se réduit à une quantité constante ; 


on a donc alors F{” (0x) = F7) (0) 


F(x) = F(0)+xF" (0) + — F” (0 0) 





12.3 (a à is 
2 NS 


x" 
DOUTE LS The. Tete APS nf: ee ) 
Le (0) ET AE (o) 
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Exemple : s F(x)—(1+ x)", on trouvera 


a+ =i+Te “aie on planer 


38. A l’aide des mêmes principes, on développera fa- 
cilement F(x+/h), suivant les puissances ascendantes 
de x ou de À. En effet, nous avons 


F(x+h)—F(x) —=AF(x+0h)—=RF'(x) +R;; 
d'où 

F(x+h)—F(x)— AF' (x) = R:. 
R, est une fonction de À qui s’'évanouit pour k — 0, 
ainsi que sa dérivée première F’'(x + h) — F'(x); de 


plus sa dérivée seconde est F"(x + A): on aura donc, 
d’après un théorème souvent cité, 


29 


F4) (o)— Po) = F2 +00) (x) +R 
F(z+h)—F(x) — hk F'(x) — en (Res RE 


R, est une fonction de À qui s’évanouit avec À, ainsi que 
ses dérivées première et seconde, et dont la dérivée 
troisième est F"(x + L); on aura donc 


, h? 3 
Fa h)—F (x) AP (œ)—— F° (2) = = Fe +03), 


et en continuant de la même manière, on trouvera défi- 
nitivement 


F(2+ À) = F(x) A Fe) + 2 — F'(a) Me de on 
(1) hr 
LUR VENT EF) (x + 0h); 


1.2 
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en posant dans l’équation (1) x=0, h=x, on trouverait 


re 





(2) F(2)=F(0) +8" (0)+-7 F(0)... + FG(6x); 


204 


cetté dernière formule n’est donc qu’un cas particulier 

de celle qui précède. On pourrait cependant aussi déduire 

la formule (1) de la formule (2); en eflet, posons 
F(A)=f{(x+h), 

on en ürera 

F'(h)=f'(z+h), F4) =" (ah). FO(h) = 0 (x), 

Ro ME Lo) cf LE FU)(6%) = FO (> 48h), 

or, en vertu de l'équation (2), | 

f hr 


on aura donc en substituant 
le h3 
Fee + à) =S(a) + AS" (e) + ES" (2) + - sf" (sh 
h*? 
RTE NE AU 





formule identique avec la formule (x). 


Corollaire. Si dans la formule (1), après avoir posé 
h—a— x, on change a en x et x en a, on trouvera 


F(z) = F{a)+(e— a)P (a) Tr (a) +. 
(3) ‘4 Lu 
WE RON DE x FPT OR 


Exemples : F(x) = x°, F(x)=1x, 


Pau Te 2 EN (x — à) HET Hot © (aa +... 


re LEE he PS PONT À à 


1,2. : 72 
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2 . 3 
, {x ZX  I1/x—a 1 f/x— a 
E)= (=) ua ) te 
AY a 2 a ME 
I T—a\tT" I TX — : 
+ Œ | 5 — |. 
OR—IN à j TT» Bec 


39. Lorsque, pour des valeurs de x comprises entre 
certaines limites, les expressions 


k? x" 
n (x Ü Rte FOR 
Hébbas.e ss. PS) 


décroissent indéfiniment tandisque #7 augmente, alors, en 
posant z — æ dans les équations (1) ou (2), on trouve 














IC RS Pa 2 


h2 R3 
F(x+h)=F(x)+ AF(x) + — F”(x)+- UE .F”(x)H-etc., 
2 3 
F(x) = F(o)+xF'(0) + — F”(0) + — F” (0) + etc. 


Ces formules, qui donnent le développement en séries de 
F(x) suivant les puissances de x, et de F(x +) sui- 
vant les puissances de h, s'appellent, la première, la for- 
mule de Taylor, la seconde, la formule de Maclaurin. 
Â0. Il est important de remarquer que les quantités 
me k° 
TR dd et 
s’'évanouissent pour une valeur infinie de #7. En eflet , le 
produit m(n—m + 1), qui peut se mettre sous la forme 
n +1) (n+i d 
rie 





— mm }, où dont la dérivée prise par 
/ 7. 


n +1 


* 
rapport à m2 est 2 { —_— — m ); croit évidemment avec 
2 





0 . % 7 A A 
m, depuis m — 1 jusqu'à m — , Où croît à me- 


sure que ses deux facteurs approchent d’être égaux : on 
en conclura , en faisant tour à tour m—1,m—2, etc., 
que des n quantités 


1.7, 2(n— 1), 3(n7— 2)... (n—9)3, (2—i1)2, n.1, 
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la plus petite sera la première, et que par conséquent 
. TÆ, 

leur produit [1.2.3...(n— 1)n]° sera plus fee que 

cette première 7 élevée à la puissance 2: on aura donc 


n 
Ex es x! T \Nn 
2 n>n =(Vn}, 7 AE AC à ; 
DATE à 
or cette dernière quantité s'évanouit pour 7 = ; il 
à X PAL hr 
en sera donc ainsi de —— et ———, 
ROUE 1.200407 
Corollaire. Si les deux quantités F(”(0x), F((x+0h), 
conservent toujours des valeurs finies, les produits 
T na TÉ n 
———— F1 0x ——.—— F(x +0 
176 We 1,249 2.7 Gari 
diminueront indéfiniment à mesure que 7 augmentera; 
on pourra donc alors employer les séries de Taylor et de 
Maclaurin au développement de F(x) et de F(x +2). 


C’est ce qui aura lieu si l’on prend 
F(z) = 6e, F(z)=isinxr, AMF (x) = co ER 


et l’on trouvera par conséquent 








ES Pen 
et —1 + - + — etc 
I u 22riit 95 L 
x? xÀ x? 
COST = I — etc. 
NET 3.4): TEST AIN 
x x° x7 


SNnT—I— » CtC., 


1.23 123.400 12184007 
T 
a 1 y 14 + 


x? x3 


la + 


f', 2 243 








la, etc. 


———“îiiû> Ç—— —- 


NEUVIÈME LEÇON. 65 


NEUVIÈME LECON. 


Suite des applications analytiques. 


Règles générales de la convergence des séries réelles. 
Application de ces règles aux formules de Taylor et 
de Maclaurin. 


41. Les formules de Maclaurin, et de Taylor ne peu- 
vent subsister qu'autant que les séries 


- 


F(0)+æF(0) + © F/(0)... ete., 
F(x)+ AF'(x) + Le FAR. ele, 


seront convergentes ; il importe donc de fixer les condi- 
tions de la convergence de ces séries. Une série, en géné- 
ral, est une suite de quantités 


OUEN Das cie ve LE MTS 


qui dérivent les unes des autres suivant une loi détermi- 
née ; ces quantités elles-mêmes sont les différents termes 
de la série qu’on considère, w, est le terme général. Soit 


Sn = og = Ur + Ua +. 7 Uni) 


la somme des z premiers termes; si pour des valeurs de 
ñ toujours croissantes, la somme $, s'approche indéfini- 
ment d’une certaine limite finie S, la série sera dite con- 
vergente , et la limite en question s’appellera la somme de 
la série ; au contraire, si, tandis que z croît indéfiniment, 
la somme S, ne s'approche d’aucune limite fixe, la série 


meuf 5 
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sera divergente et n’aura plus de somme. L'une des séries 
les plus simples est la progression géométrique, 

a. AL SGEN LE Re NORRES 
qui a pour terme général ax"; là somme des 7 premiers 
termes 


1—2" a ax” 
Sr = Aa (1+# x + 2 He Ha) — a - — 


I— TL I—2Z IL 











La À - h 
convergera évidemment pour des valeurs croissantes de 


n vers la limite fixe 





, Si la valeur numérique de x 


I ZT 


est inférieure à l’unité; au contraire, cette somme croî- 

tra indéfiniment si x r : la série sera donc conver- 

gente dans le premier cas et divergente dans le second. 
Considérons maintenant la série 


Us ÿ Une U55. il UC: 


Pour que cette série soit convergente, il faut et il sufht 
que la somme | 


Sn = Uo + U + Uu, +... + un: 
converge à mesure que 7 augmente vers une limite fixe 
et finie S, ou que, 7 devenant infini, les sommes 
S,s Sng1 Sn+e... diffèrent infiniment peu de la limite S, 
et par conséquent les unes des autres. Or 


Sn Qnren| Sh se Un » Sn + 2 ere Sa 2 Un + Unps » etc. 


Il faudra donc que ces différences soient infiniment pe- 
tites quand 7 sera très grand; et par suite, il faudra que 
le terme général w, et la somme des termes pris à partir 
de u,, en tel nombre que l’on voudra, s’évanouissent 
pour n — ©. 

Réciproquement, lorsque ces diverses conditions sont 
remplies, la convergence de la série est évidemment as- 
surée. 
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42. Ces principes nous fournissent deux moyens assez 
simples de reconnaître, dans beaucoup de cas, si une 
série est convergente ou divergente. 

Règle 1°. Cherchons la limite ou les limites vers les- 


quelles converge, tandis que z croit indéfiniment , l’ex- 
I 


pression (U, }”, U, étant la valeur numérique de u,, et 
soit L la plus grande de ces limites, la série 
(1) LL HU +, +. 
sera convergente si l’on a L << 1, divergente si L > r. 
Démonstration. Supposons d’abord L << 1 : en dési- 
gnant par p un nombre plus petit que l'unité. mais su- 


périeur à L, ou tel que l’on ait L<<p C1, et donnant à 
I 


une valeur assez considérable, (U,)", qui peut différer 
aussi peu que l’on veut de sa limite L, finira par être 
plus petit que p : on aura 
I 
(D) LP; Un = EE Un <p', 

de sorte que les termes de la série u,, u,41, u,4:..., seront 
des nombres inférieurs aux termes CAR pAn de la 
progression géométrique 


pre pipi, parts 


Or le terme général et la somme des termes de cette der- 
nière progression vont en diminuant à mesure que 7 
augmente, puisque e est plus petit que r, il en sera donc de 
même à plus forte raison de la somme ,+ a EE LAN a 
et la série (1) sera convergente. 

Supposons en second lieu L' => 1: 7 venant à croître, 
on aura bientôt, si l’on désigne par p un nombre plus 


Fe 


grand que l’unité et compris entre L et 1, ou tel que l’on 


atL>p>:1, 


I 


> Me"; 
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le terme général de la série (1) croîtra donc, ainsi que p"; 

indéfiniment avec », et cette série sera divergente. 
Règle 2". Si pour des valeurs croissantes de 7, le 

terme général w, décroît indéfiniment, -etssi le rapport 


"+ converge vers la limite fixe /, la série (1) sera con- 





è 


vergente toutes les fois que l’on aura / x, et diver- 
gente toutes les fois que l’on aura [=> x. 
Démonstration. Désignons par < une nombre inférieur 
à la différence qui existe entre x et /, ou tel que les 
deux quantités /—e, l+e, soient en même temps que 
{ plus petites ou plus grandes que l'unité; en donnant à 
Ut: 
U, 
par être compris entre / — e et {+ e, et les différents 


termes de la série u,, Uy41..., Se trouveront compris entre 


finira 





n une valeur assez considérable, le rapport 


les termes correspondants des deux progressions géomé- 
triques | 
Un Un(l— +), Un (l—:}, Un(l—e),... 


Uns Un(l+e), Un (24e), Un(lHe)..:. 


Or, 1° ces deux progressions seront toutes deux conver- 
gentes, si l’on a /<[x, et leurs sommes, ainsi que la somme 
intermédiaire u, + u,41 + etc., décroîtront indéfini- 
ment si 4, approche indéfiniment de o à mesure que 72 
augmente ; 2° elles seront toutes deux divergentes, et la 
somme 4, + Unyy + etc., croitra indéfiniment avec 72 si 
Î> 1: la série (1) sera donc convergente dans le pre- 
miér cas, divergente dans le second. 

Nota. On démontre facilement que les deux limites L 
et / sont toujours égales. En effet, si nous donnons à m 
une valeur considérable, les rapports 


U»h+ I UÜng: UÜnyn 


LE p* 4 Uni 588 Ünyn: : 


et par suite la moyenne géométrique entre ces rapports 


à 


NEUVIÈME LEÇON. 69 
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U n D 10 . . 
a mt) différera de / d’une quantité & aussi petite que Pon 


m 


voudra ; on aura donc 


DOS 


et en passant à la limite, ou faisant 2 infini, 
JT 


lim. (U,) = L=(/Hi)U, rte. 


Les deux limites L et { différent donc l’une de l’autre 
d’une quantité € qui peut devenir aussi petite que l’on 
voudra, et sont par conséquent rigoureusement égales. 
43. En appliquant ces deux règles aux séries de Ma- 
claurin ou de Taylor, on obtient la proposition suivante. 
Soit F(x) une fonction de x, et o, la valeur numéri- 
que de l’expression 


RO) (a) vou Li +. Ffe), 


19° 1e RESNS MOD 


suivant qu'il s'agira de la série de Maclaurin ou de la 
série de Taylor, soit de plus ® la limite vers laquelle 


convergent, tandis que z croit indéfiniment, les plus 
u 


grandes valeurs de (v,)" ou bien encore la limite unique 
On +: 





du rapport , ces deux séries seront convergentes 
toutes les fois que la valeur numérique de x sera 


L + | \ I . > . 
inférieure à g Ci divergentes toutes les fois que la valeur 


Sa TA 1 à ne 
numérique de x surpassera — : en effet, si l’on désigne 
D 
par u,= +o,x" le terme général de ces séries, on aura, 


dans le premier cas, 


I 


Him. (U,)" = @r 1, lim. dd ACL M D 
Un 


70 CALCUL DIFFÉRENTIEL,. 


et dans le second 


I 


im.(U,)"= x >>, lim MH x > 
* Un 


Donc, etc. 


Exemprie : 19,8 (0) em ol 








Ï Ont x I 
Pn —= Ts mere : 
E:2040:.n En n +1 
I I 
D Mn 0 I — = © 
n+t << ? o 2 
la série 
GR AN ARR 
et — 1] pe eee etc. 
I 13 Hé 


sera convergente pour une valeur réelle quelconque de la 
variable x; 
2°. On peut en dire autant des deux séries 


x? x 
COS ZX = I — + — etc 
Re RE RE Te À 
x x 
SMT—=—— — etc. 


En eflet, dans ce cas, ® — lim. ( —) devra en- 
(°F 20080 


core être plus petit que 1, puisque la série 


et — 1 + x + 





TE 2 
I 


Te 1.2.3 ARS 


est convergente, quelle que soit la valeur de x. 
3°. Si l'on prend F(x)—1(1+x), 
on trouvera 
F'(o) = (—1)"711.2 3... (nr —1), 


-.2 





donc la série 


l(1+x) SAN ee a Ve. 
I LIL me — — ds —— C. 
2 3 4 
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sera convergente tant que la valeur numérique de x sera 
inférieure à l'unité ; 

4°. On en peut dire autant de la série 


3 e5 


L D 
Grejang x = 2 —— + TT is - etc. 


5°. Si l’on prend F(x)=(1+ x)", on aura 


FGM(o)—=m(pm—1)... (u—nmH#i), 





donc la série 

1! —1\{x—02) : 

( 1 + x ) — I SUP Crmsee) A C'elleto SEEU, 
E.2, Via 

sera convergente tant que la valeur de x restera infé- 
rieure à l'unité. | 


6°. On prouvera encore que ces deux formules 


_.. . - 


k | 
subsisteront tant que l’on aura - 1, k x. 
“A 


44. On pourrait croire que la série de Maclaurin à 
toujours F (x) pour somme quand elle est convergente, 
et que par conséquent, dans le cas où ses différents termes 
s'évanouissent, la fonction F(x) s’évanouit elle-même: 
il n’en est pas ainsi. En effet, si l’on prend 


a. 


la fonction F (x) n’est pas identiquement nulle, et ce- 
pendant tous les termes de la série de Maclaurin se ré- 
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duiront, dans ce cas, à o. 2°. Si l’on suppose 


F(z)— et en (a 


la série que l’on obtiendra sera convergente, et elle aura 
que g ’ 
pour somme, non pas (x), mais seulement son premier 


je 2 
terme e 7” 


45. Toutes les fois néanmoins que les fonctions F(x) 
et F(x + h) pourront être exprimées par des séries 
convergentes ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de x, ces séries coïneideront avec la 
série de Maclaurin ou avec la série de Taylor. 

Démonstration. Supposons que l’on ait 


ad 
F(r)—=a.<+a;x* + a,x + az3xŸ + etc. , 
a, 6,7, étant des nombres entiers rangés par ordre de 
grandeur; en différentiant plusieurs fois de suite, on aura 


à x FL 
rip ajax —+afx UP PA ONRES EU. 


oœ — 2 € —2 


F'(x) = a;a(a —1)x  +a,6(É—i)x 
asy(y — LES +... 

F'(x)= a; a(a—1)(x— 2) ei + a,6(C— 1)(6— 2)x$ 

+ a3y (y — 1) (y —2)2 pre 

et puisqu'en général les quantités F (0), F’(o), F”(o), 

ne doivent se réduire ni à 0, ni à wo , on aura: nécessai- 





rement 
F’/0 F”(o 
PRO Ce C—2,a,— t3 
L 1.2 
F”(o 
V0 a = ER 


et par suite 
TL L? ur \ x$ 7 
F(x)=F(o)+-F (o) HER (o) Dire (o) + etc. 


Doncstete. 
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Supposons en second lieu 
2 (a 
F(z+h) = Q(x)+p,(x).h°+@(x).h + @s(x) .#ŸHetc.; 


en diflérentiant d’abord par rapport à x, puis par rap- 
port à 2, nous aurons 


dF(x+h) d@ (æ) 
dx Lobar# 


ÉD cp (rh HE HyeNE etes 


Aer PE) ); Rae )pY pete, 


dh 


puisque la fonction F(x + 2) est composée de la mème 
manière, en x et en L, et qu'en posant x +h—7y, on 
a évidemment 


ln CF (rare dECr) 
ere dy. dx dy : 
dx). dF(r) dr dF(r) _ dF(x+h) 
 . 
ee + à dF (x + h) 


Les deux FL PE ces mt , Sont nécessaire- 


dh 
ment égales et Are AR a les mêmes puissances 
de A. Dès lors, en supposant les exposants «, 6, y... rangés 
par ordre de grandeur, on aura 








do TL | 1 d 2 
æ—I;, Ps(x) = : ), G— 2, Pa(x) = > ques 
1 d 
VE 3; g3(x) — 3 se ; 





d’ailleurs, en faisant À — 0, on trouve o(x) —F (x); 
donc 








. û etc. , 


F” : 
DENT)" 0, (x) — fi > Ce 
F(z+h)=F(x) + 24F(x) + . F'(x) + etc. C. Q. F. D. 


qe (ee — — 
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DIXIÈME LECON. 


Suite des applications analytiques. 


Règles de convergence des séries dont le terme général 
est imaginaire. Application aux formules de Taylor 
et de Maclaurin. 


46. Les règles que nous avons données sur la conver- 
gence des séries en général et des séries de Maclaurin et 
de Taylor en particulier, subsistent encore dans le cas où 
le terme général de la série u, et la variable x ont des va- 
leurs imaginaires, mais alors il faut substituer à ce terme 
général w, et à x leurs modules. 

En effet, une série dont le terme général est imagi- 
naire et delaforme w,—1 +u! V/—1 peut être regardée. 
comme la somme de deux séries réelles dont l’une serait 
multipliée par le facteur imaginaire V/—+ , de sorte que 
l’on ait 


Uohü; Hu, Hu + u,... + Vrai tu" ur. 1 À 


La somme 5, — 5 + Vs" des n premiers termes de 
la première série, convergera pour des valeurs crois- 
santes de r vers une limite fixe, si les deux sommes 
réelles 5,, s, convergent vers de semblables limites; il 
en résulte que la série imaginaire sera toujours conver- 
gente en même temps que les séries réelles. D'ailleurs, 
comme en appelant », le module du terme général de 
fa série imaginaire, on aura 


ps = VAR EUS > Lo 
Hs 
> #7 
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les deuxiséries u,, u°;.us, W,:...et par suite la 
série 4 s U,... U,, Seront convergentes si les modules 


Pos Prs Paye. no 


forment eux-mêmes une semblable série. On déduit im- 
médiatement de ce principe les deux théorèmes suivants. 


47. 1° Taéorkme. Cherchez la limite ou les limites 

vers lesquelles converge, tandis que 7 croît indéfiniment, 
qe 

l’une des expressions (p,)", on la série imaginaire 

sera convergente ou divergente suivant que la limite 

unique ou la plus grande de ces limites sera plus petite 
ou plus grande que l’unité. 

2° THéorème. Soient F(x) une fonction imaginaire 


de la variable x, et +, le module de l'expression 
LI 

Re Le PL 

converge, tandis que » croît indéfiniment, la limite uni- 


que ou la plus grande des limites de l’une ou l’autre des 
I 


F %(0); soit de plus ® la limite vers laquelle 


quantités (o,)", satr, la série de Maclaurin sera con- 


n 
vergente toutes les fois que la valeur numérique ou le 


TRE AT 
module de x sera inférieur à -. 


à 


Pour appliquer ce théorème à la série de Taylor, il 
sufhit de remplacer l'expression 


I 
PÉCVE UT 
48. Ce dernier théorème suppose que l’on puisse 
_ étendre les formules de Maclaurin et de Taylor au cas où 
la variable x devient imaginaire; or c’est à quoi l’on 
parviendra facilement comme il suit. 

Soit 


T— p + q ST = r(cost + PRÈS sin t) 


FC){(o) par PEYRE 


J 
RAS e NT 
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une valeur imaginaire de la variable x; considérons r 
comme seul variable, et posons 


F(x) = F{[7r(cost + V1 sin t)] = @(r) + —1 x(7); 


nous aurons, en différentiant plusieurs fois de suite par 
rapport à r, 
| 14 [r(cos t+V—i sint) (cost + V/—1 sint) 
| = g'(r) HV — 1 x (7) 
à [r (cos + Ver sint) | (cost + V/—1 sine) 
= g" ()+ xt 2" (7) 
F([ 7 cost +V — 1sint) [(cosé + V/— sine)" | 
= @0) (r) + V1 30) (r) - 
d’où, en posant r— 0, 
p(0)+V—ix(0)=F(0), 4 
'(0)HV/—1 x/(o) —F'(0)(cost+V/—1 sint), 
e"(0)+V —1 He F” (o) (cost + V/—1 sin}, 


0. 0 0 908 00.80 0000.00 9 te 


et") FAR ere (0) =F (0) ) (cost + 1/1 sint}"; 


‘on a de plus 


E(r)=P(0)+ = g/(0)+—g"(o)+......... 
a va 1.2 3 pn) (8: r), 
x(r)=x(0)+Tx/(0) + x (0) + .1) STORES 
a (n) 
M LE NT x (837), 


et par suite 


Er) HV —i x) = e(0o)+V—1 x (0) 
pa g'(o) HV —1 x (0 Yi -n RAR CR 


ANG HU n 22% 0 (n) 
+ = E0 (8,7) + V1 1% (@,r)|, 


» 
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F(z) = F(0) +? F'(0)+ 2 F/(0) +... 
an PU) (Or) + VE gt (0, r) 
le 
WToun (cost + V/ —"1 sin 0 } 


On peut mettre le dernier terme ou le reste de cette 
formule sous une autre forme ; en effet, on a 


PA) (Gr) — gM (0) +EL, x (0,r) = x) (0) +L, 
L et L, étant des quantités qui s’évanouissent avec r; donc 


QG 7) V1 20 (Br) = 90) (0) HV 130) (0) HI + I V/=r 
mr AU (o)(cos eV —1 sin tj + CV: 








et par conséquent 
F(&)=F(0)+© F'(0) +5 /(0) ++ {#0 (0) +1), 


I, + I, V/ —1 
( cos + V/ 1 sinc y sin £ 


avec r, et par suite avec x. 


Ï étant une quantité F qui s'évanouit 


En désignant par & une valeur particulière, réelle ou 
imaginaire de la variable x, et posant 


La = 3 (COST + ur sinr ); 
F(x) —=F(a+z)="+F [a + p(cosr+ V1 sinr) | 
= (0) + Vi X (6) ; 


on trouverait de même, en différentiant par rapport à p, 


(cosr + V/—1 sin 7)" FC) [a + e(cosr+- V/— 1 sinr )] 
= 0) (2) + Vi X0(}), 
eten posant p— 0, 
F(a) = &(0o)+V/— 1 X(0), 
(cos r HV” —1 sin r)F’ (a) = ®’ (0) + V7 —41 nn 


RE M NT le nie fe a loto in à 045 © oi ein 010 à 0e 6/7 © nu. %:e ee 5 0e 


{ cosr HV —1 sin + }" Fm) (a) = D) (0) + V7 —1 KG (0). 
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On aura de plus, d’après une formule connue , 





& (= @(0)+ 70 (0) +2" (0) +. + AU T 


Re 
X(9=X(0)-+ EX (0) + K(0) +. + — X((0,p), 


et l’on en conclura 


F(a)=F (a) HÈEF)- RES pa) 


Gant 
1.2.9..70 (cosr + Vi sin r)" 


F(a)=F (a) +22 (a) + ET (a) +. 


+ 


oo 
+? | F(n) 
PR he era (a) +1]. 
Si dans ces dernières équations, aprèsavoir pose LR. Ù 


on change a en x, il viendra 


F(x + RO R 
hrTz 
1.2...(72—1) 


% FO=n(a) + 2 fre (a) 17 


Lorsque D Au ces diverses formules, on -FUpPOS que les 
restes 


a QU(Gr) + V7 —1 x 0 (0, r) 
1192530072 (cos # BEA ARS sin #}" 

hr (0e) + V/—1 Xe) 
1.2.3.. 7 (cos 7 + V/—1 sin + } 


mt TA" 


- ———, diminuent 
2.3...n° 1:99 (0 


ou seulement les quantités 
] 


indéfiniment à mesure que 7 augmente, ce qui arrivera, 
1°. Si x et h sont des quantités infiniment petites ; 
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29, Si 
P0 (Eur) + it) (Or), 060 (0e) +3 XCD, 


ou la quantité I, conservent toujours des valeurs finies, 
on trouvera 


F(x)— F(0) +” F/(o) + _ F”(o) +... etc., 


F(r+ k)— (a) ŸF'(a)+ 2 (x) +... etc.; 
or ces dernières formules sont évidemment les formules 
de Maclaurin et de Taylor, étendues au cas où la varia- 
ble x et son accroissement À recoivent des valeurs ima- 
ginaires. 

La seconde des conditions ci-dessus énoncées, sera satis- 
faite si l’on prend pour F(x) une des trois fonctions e”, 
cos x, sin x, et par conséquent les séries qui donnent 
ces fonctions seront convergentes pour une valeur finie 
quelconque, réelle ou imaginaire, de la variable x. 
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Suite. des applications analytiques. 


Développement d'une fonction de x qui devient infinie 
pour x = a, suivant les puissances ascendantes de 
x—a. Décomposition des fractions rationnelles en 
fraciions simples. 


49. Tous les développements obtenus jusqu'ici n’ad- 
mettaient que des puissances entières de x ou x — a, 
parce que nous supposions toujours que la fonction F (x) 
ne devenait infinie ni pour x = 0, ni pour x = a. Suppo- 
sons maintenant qu'il.en est autrement; que F(a)= , 

1 _®(x) 
F(a) (œ—a)"" 
(x) conservant une valeur finie pour x = a; on dit, 


de ; 1 (x —a)" 59 À 
dans ce cas, que l'équation ECS Fo à 71 racines 


— o, ou que F(x) soit de la forme F(x) — 


égales à a. Puisque, par hypothèse, la fonction œ(x) 
conserve une valeur finie pour x = a, a ayant d’ailleurs 
une valeur réelle ou imaginaire, nous aurons, d’après 
une formule connue, 
een x — à)? 
/ ( [4 

TE a Here TIS QE 1 Re AP 
PU) BRIE ee — ONE | 


@@— a)" 





1 Cr) (a) + LI, 


H29..in 


1 s'évanouissant quand on fait x — a. En divisant les 
deux membres de cette dernière équation par (x — a)", 
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on irouvera 





Mn : ou) 1 Pas, nt à ge) 

22% 7 na, Rp rap a 1,2 (r—a)r2 
1 pmD(e), ef), etmt)(afr— à 

M Den Ris 0 1.2...m.(m41) 


La)" 

+ ET fe (a) +1 
è 

A l’aide de cette dernière formule on pourra donc en- 

core développer F (x) suivant les puissances entières et 

ascendantes de x —«; seulement les » premiers termes 

du développement renfermeront des puissances négatives 


de cette différence. Si l’on fait 7 = m, il viendra 


2 SCALE OA CS A A 2 
Re Dr — ape la MORT LU 
1 ga), ea) 

D m4 RS 7 À | 


ot) (a) conservera en général une valeur finie ; c'est ce 
qui arrivera en particulier si f(x) et f(x) sont deux 
fonctions entières de x, c'est-à-dire si F(x) devient une 
. . TX r e. 
fraction rationnelle F2 alors, en désignant par m le 
x 
nombre des racines de l’équation f(x) — o égales à a, 
par 2, p, q.….. le nombre des racines égales à b, c, d,.…. 


et par N un coeflicient constant, on aura 
f(x) = N(x— a)" (x — b)r(x—c)r..., 


ELA (a — 0)9 XF) = 


J ’ 
= = f(x) (x — db) rx — c)Tr,.., 
NA) (œ — 8) (x — 0) 
On obtiendrait ot) (a) en différentiant m fois cette der- 
nière expression, et remplaçant x par a, or l’on voit évi- 


demment que ot) (a) ne deviendra pas infinie pour x=a. 


d'A € 6 
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De plus, en posant 














?” a 
pla) — An, D(a)= Aus, DE, 
qtm—:)[a) pm) (a) 
- —— —=A,,X es — 
1.2.3...(m—1) i (æ) Ta LORS 
on irouve 

J(&) 1" Aù PME, 
f(x) — (x — a)" (x — a)" 20 OST 
00. La fraction rationnelle peut donc être décom- 


f(x 
posée en deux parties dont ASE est la somme de plu- 
sieurs fractions qui offriront des numérateurs constants, 
et qui auront pour dénominateurs les puissances de 
x — a, tandis que l’autre partie y(x) conserve une Yaléur 
finie pour x = 4. 
En représentant par 








D Ba B, 
ET SUN AN ur et Meme. : etc, 108 
par : 
C> Chr 
Te LÉ PAR mor + sr CC... » 9 
ce que devient la suite CRT Se ur quand 


on y change tour à tour a en b, €, d..., mien n, p, 
qg, etc...., les différences | 











FEES, ARE NME TRE 

f{x)  (æ— apr Z— 4° 
PC. Br Br PAPERS TRRRRE 
f(x) (x—0) x—0? f(x) (x—c) z— c? 


ne deviendront plus infinies, la première pour x = a, 
la deuxième pour x — b, etc....; de sorte qu'en posant 
x A À B B, | 
A f(x) Û I ñ + rte Q, 


Fe) Gap" Tra Tabr Va 
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où 

f(x) À m À; B, B, ra Q 
f(x) (x— a} L— 4 (x — db)" es D MOT D 
Q ne deviendra infini pour aucune des valeurs x = a, 
x —= b... D'ailleurs aucune autre valeur de x ne peut 


rendre la diflérence du premier membre infinie, Q ne 
devient donc infini pour aucune valeur de x, ce qui exige 
qué Q:soit une fonction entière de x. 

Enfin si lon pose 








À» À À; B, 
(x— a)" UN Om Pr me PR ENT ET TEE , Wie à 
pe Cp t k., 
Nr Eu: Mate 


R sera aussi une fonction entière de x, car 


f(x) = (x — a) x (x — br... 
et l’on aura | 


TER Lit 
f(x) Pie! (x) or" |) + R. 


On voit sous cette forme que les deux fonctions entières 
Q et R, dont la seconde est d’un degré inférieur à celui 
desf (x), représenteront évidemment le quotient et le reste 


de la division de f(x) par f(x). 


51. L'équation 





S(x) o A Are Ar 

f(x) à EU (x — am TR ar RE RU 
« B, Bis B, t 
Me pre pie. 


gs : . J (x : 
renferme le théorème suivant: soit AL) une fraction ra 


f(x) 
D : 
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tionnelle dans laquelle le degré du numérateur est supé- 
rieur au degré du dénominateur, et a, b,c,... les racines 
de l'équation f(x) — 0; pour décomposer la fraction 


L . . . y» 
2 en fractions simples, il suflira de la développer, 


1° suivant les puissances ascendantes de x— a, 2° sui- 
vant les puissances ascendantes de x — b ; 3° suivant les 
puissances ascendantes de x — c, etc.; puis d'ajouter au 
quotient de la division de f(x) par f(x) la somme des 
termes qui dans les divers développements deviendront 
infinis pour © — 4, TD ,xX=CAet0; 

Dans le cas où le degré de f(x) est inférieur à celui 
de f(x), le quotient Q est nul, 711 reste R est égal à f(x), 


et l’on a 








PAT AN Re, A; Br 
Fe) ap ans tes get 
B, GS 
AE LAN Wrese) an AT TU : CL. 0 
Dans ce cas, pour décomposer la fraction en frac- 


tions simples, il sufhra de la développer, 1° suivant 
les puissances ascendantes de x — a, 2° suivant les 
puissances ascendantes de x—b, etc..., puis de faire la 
somme des termes qui renferment des puissances néga- 
tives des différences x —a,x—b,x—c.... 


92. Quand l'équation f(x) —=o a toutes ses racines iné- 
gales, on a 











V0 


f(x) za x—b x—c 


de plus, les valeurs des coefficients À,, B,, C;, etc”, ..: 


à ps 
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coïncident avec celles des produits 


he DE ne). 
TE A ROR TE HACTMENTE) 


correspondantessà x — a, x —b,x—c.... "Toutes ces 


(x— à) 


. L 3 O L , 2 . 
fractions deviennent s? Mais on obtiendra leurs véritables 


valeurs en différentiant d’abord haut et bas, ce qui donne 


wa) (+) (0) fee) 
F{x) Et 0 
&— 0) f'(e) + (© 

F7 (x) 


e 
etc. ;.. 


et faisant ensuite x — & ou x—b, etc.,... on aura ainsi 
D let ae re 
Dao. ro 
D'ailleurs l’équation 
f(x) NN (x — a) (x — b) (x — 4. 
donne 
f'(x) = N(x—b) (x—c)... + N(x— a) (x —c)...+etc., 
f{a) = N(a— b) (a— ©)... f'(b) =N(b—a)(b—c).…., 
donc 


+ J(a) da J(b) 
a. NU. Jo. 


eic.. : 


On aurait pu déduire immédiatement la première de ces 
valeurs et par suite toutes kes autres de l’équation 


__(c—a)f(e) _ f(x) 
D ina Nas 
d'où 
ago) ppt 0) 


Na —b) (a—0).… N(b—a)b 0). 


Cela posé, on aura, si le degré de f(x) est inférieur à 
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celui de f(x), 





J(a) 
f(æ) _ L (a — b) Ge! Diner 0 
f(x N 2 
) bob LÉ Echel 





TA Lun SR étc. ur 


Cette formule, connue sous le nom de formule d’interpo- 
lation de Lagrdänge, sert à la détermination d’une fonc- 
tion entière de x du degré # — 1, quand on connaît 7 
valeurs particulières de cette fonction f(a), f(b).... 
Lorsque les fonctions f(x), f(x) se présentent sous 
forme réelle, et que les deux racines a, b, sont ima- 
ginaires et conjuguées, de la forme &æ + 6V/—x, 


HOT ona 
: fe Re ACCESS 
Pa CV/ 2x) COLOR 
si l'on remarque que pour passer de f (x + 6V/— 4) et 
f'(a + GV/—r)à f(x —6V/— 1), fa Cyr), 
il suflit de changer V/— 1 en — V/— 1, et si l’on pose 





PAEHÈMET) 2 ABUS 2 (ACBR ESS 
PE) AB Ce me à | 











Go AS HE. AP ERA 
HT A HR GI ASP 
on aura . 
_ (AA’—BB/) + (AB + BA’) V/—1 rh 
À, = — Dr na —G+HV/—1, 


DR AB’ B fe — 
p, AA BB) (AB BA) VTT un 


A + BA 
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CARO : 3 G+HHV/—1 Ga HV 
+ Re 7 CT PP PPT CRETE" SLR 
M D OV 1 ra LCV 
__2G(x—x)— 2H 
(x — «)? + 6? 


Les deux fractions correspondantes à deux racines imagi- 








naires se réuniront donc pour en former une seule dont 
le numérateur est une fonction réelle et linéaire de x, 
et le dénominateur un facteur réel du second degré. 


99. On pourrait imaginer diverses méthodes pour arri- 


ET. ae f(x) ; 
ver à décomposer la fraction rationnelle en fractions 
f(x) 
simples , mais ces diverses méthodes fourniraient nécessai- 
rement les mêmes valeurs des coefficients À,, A,,... A, _;, 
B;,, B,,... B,_,, etc... Pour le démontrer, reprenons 


l’équation 





FE FN js B, 
D as pa Goty 
BB." B 
LU PS EE VE AR 21 7 HER : 
et posons 


Bf(x) : B,_,f(x) Chf(x) 
Cet) ACT) LE Per) D 


= À (x) (x — a}, 


ÿ (x) sera une fonction entière de x, et nous aurons 


OLCS 


Qf(x) + 


An f(x) An f(x) A,f(x) 


(za) (w— a)" (æ—a) 


+ (aa (x) 


Or, si dans cette dernière équation, après avoir posé 
x —=a+h, on développe les deux membres suivant 
les puissances ascendantes de L, on aura, en remarquant 
que la foncüon f(x) s'évanouit pour x — a, ainsi que 
ses dérivées jusqu’à celle de l’ordre #7 exclusivement, 
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il f'(a) h dois f'(a)h . f"(a) FE) (a)hr 
PR ONE 1.2 ur 1523.10 LT 
D 0 
[ f (m) (a) font) (a)h FC) (art 
RO A à RE 
128001 7 UT MS 1) 1294508 | 
+ A" (a + h), 


u étant le degré de f(x), et par suite 


An f (a) f'(a Amex ne me (a ) An f GT: (a) 
1:2..4m 10 (ben .m 1.2...(m+1)? 





f{a)= 


d’où 
1.2.3...m f(a) 

f (m) (a) ii 
__2.2.3...(m+1) f'(a) — Anf (MF (a) 
Or il est facile de voir que ces valeurs de À, À, _:, etc., 


sont identiques avec celles que nous avons obtenues par 
la première méthode. 


AS, SE 


A EC. se 


(&— a)" f(x) 
f(x) 
quand on y fait x — a, or les deux termes de la frac- 


En effet, À, était ce que devient (x) = 


tion du second membre s’évanouissant pour x = 0 , ainsi 
que leurs dérivées jusqu’à celle de l’ordre m exclusive- 
ment, la valeur de cette fraction pour x — a ou @ (a) 
sera égale au rapport des valeurs des dérivées mimes, rap 
port qui est 


EE PCR TAC) (a) 


ou 


FU (a) (a—Gj(a— cfa. 


On prouverait de la même manière que les valeurs de 
Au... A1, B,, etc., coïncident avec celles fournies 
par le premier développement qui a l’avantage de donner 
les coefficients indépendamment les uns des autres et sous 
la forme la plus simple. 
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Exemples : 


1° Fr, FAST * Or PRE, w)—=0o 
ee a 7 Me 


== nu}; ar, m=d, Depart, 
f(x) =2(x—1)(v+i)+(x— 1), 
f(x) =2(x— 1) +2 (x+i) +2(x—i) 
=4(z—i)+2(x+i), 





me , J (x) OA, 
PO=e— 0, pe pp 
A =D (a) =+, 














d’où | 
I À, À; B; 
(x—1}(x+i) ner pi ME Sat 
| ] 
ere tag) 
A han nn dc ddr ju Br 
pi (æ) 1 (c+i)j(z—i) RS arm € 
Peut (y) 2, 
LRVATS ERRT PARLES 
PEUT) à ». HE) ar) 
d’où 
AE Ce: RS 
a or Ur ra 
30, À) _ x” 





LT er m. étant plus petit que 7. On a 
De (a) = ar, f(x) = pee 


Toutes les racines a, b, c, etc., de léquation 
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X'—1—0, ou X*— 1, sont inégales eë comprises 
dans Lx formule Ù 


2k7 


2k7 ns |, 
+ V/ 1 sin 1 
n 


L'EUCOS 








, . r k . a à * 72 
k représentant un nombre entier égal ou inférieur à -*: 
z 


de plus, pour chacune de ces racines on aura 














ARS (x) YA x" Enr à A ant: 
ÿ AY re LENNOR DE 
» À ! 
=} [008 2 EU BRUT EU sin 2 F (HR EU | 
n n 


On obtiendra la valeur des coefficients À,, B,, C,,... etc., 
en donnant tour à tour à £, dans cette équation, toutes 


É ; . n ; 
les valeurs depuis k — 0 jusqu'à k — 5° Puis on les 


substituera dans l’équation 


S (x) À: A OR 


f(x) x —a ZX — 


en réduisant au même dénominateur les fracuons imagi- 
naires conJuguées , etc. 


mt Q en | 
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DOUZIÈME LECON. 


Suite des applications analytiques. 


SIXIÈEME APPLICATION. Conséquences de quelques-unes 
des formules précédemment obtenues. 


94. Reprenons les séries 











L | 
I — + AE — etc., 
I La L 25 
æ? x 
COST — 1 — — etc. 
FMI MP PNEU | 
": x ie x à 
SN LT = — — ——— + — © — ..,. etc. 
: TOR MCE AC RS ET 


Ces séries, comme nous l'avons vu, subsistent quelle que 
soit la valeur réelle oû imaginaire attribuée à la variable x; 
on peut donc les étendre à tous les cas possibles, et les 
considérer comme pouvant servir à fixer le sens des trois 
notations 
€, COSZX, Sin x. 

En changeant, dans la première de ces équauons, x en 
xla, on aura pour us nas ti a“, 


] zÿ 
és 2 + > lai +. 








si l’on y change x en x V/—1, ou en —xV—1, on 


trouvera 
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Ver Lu pates é=r Re 2V/—r + æi. 
1 [2/00 HE A 
a 1 | ; 
— ee = COS Z — | — 1 sin x; 
on a donc 


ATELE . 4 ve Q x £r, 
cos æ + V/—1 sinx = € ve y COST —]sinr—e 7 = 
on aura de même 


cos y + V —:1 sin y — en 
d’où 
(cos æ + V/—1 sin x) (cos y + V5 sin y) — Enr 
— cos (x + y) + V/—1 sin(x + r), 


COS (x + y) — cosxcosy — sin rsiny, 
sin (x + y) = sin x cosy + sin y cos x ; 
on aura encore 
(cosx +V/—1 sinæ)(cos y +V/—1 sin y)(cosz4/—1sinz). 
NES e 
— Au À fs — COS(z+-7 +2...) + V/— 1 sin(x+y+z...), 


d’où l’on tirera en faisant y = z... — x, 
Fr PAR \ EME 
(cos x +- Vi sinx)" — COS mx + V/—1 sinmx. 


Cette dernière formule fut donnée d’abord par Moivre, 
dont elle a retenu le nom. 
La multiplication d’expressions de la forme 


cosæ + V/— 1 sin x, 


se réduit donc à une addition, et l’élévation aux puis- 
sances à une multiplication. Ce résultat est très impor- 
tant, puisque, comme on le verra, toute expression imagi- 


. AA FTIEN 
naire & + 6 V/ —;1 peut se mettre sous la forme 


r (cos é + Ve sin t) ‘ 
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On aura encore 


1 


I 
cosæHV/-1sinx 2/1 


— 1 DAT Te 
e sale — cos x - V1 sinx, 
» 


I 


I Caprice) Re 
À — cos mx — = ui sin mr. 
(cos x+ V/ —1 sin x)" emxV/—1 
Ainsi pour diviser par (cosx + V1 sin x)", ilsuffit de 
multiplier par cosmx —V — 1 sinmx. 


99. En partant des mêmes principes, il sera facile de 
fixer le sens des notations 


RUN" Ci, IS, 0 COST; 


dans le cas où la variable x devient imaginaire. 
Nous avons dit que toute expression imaginaire 


a +6 V7” — 1 pouvait se mettre sous la forme 
r (cost + V—1 siné) ; 


il suffit pour cela de prendre 


Œ 


Apres a? Ç2 cos ê = = 
Fra —+ 2 La —+- Ç2 
(ss 6 
SMÉ— ——, t—arctang-. 
&? + Ç2 œ 


Si l’on désigne par + la plus petite valeur absolue de l’are 


nd 


ue , 7 
qui a - pour tangente, cet arc sera compris entre à et 
(2 


F - . 1 - vi 
— —; cost sera essentiellement positif, et si l’on suppose « 
2 


positif, on aura 
a (4 


CO sin 7 =— 


Vu Le 2 + 


cOSé— COST, Siné —sinr. 
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La valeur générale de t sera 
tr Lo kr ei r ( cosr + V/—1 sin r ); 
si au contraire & est négatif, on trouvera 
a | (e 
Taper V6 Tee 


COSÉ — — COST, Siné ——Sinr, 
t—rt(2k+i)r, æ—— r{cosr + V/—1 sinr). 





COST — 


Cela posé, 1° si a est un nombre entier m, on aura 
PERS D ENT ES (cost —+ PART sint}", 


équation qui entraine, comme nous l’avons vu, la sui- 
vanie, 
tiens nt (cost — Liber sin mt) ; 
I 


: ; I , 
2°, Si a est une fraction —;, x =— x” aura un certain 
7 


! > 
nombre de valeurs, en désignant par ((x))" l’ensemble de 
I 1 . 
ces valeurs, par ((1))", ((—1))" les racines n2°"* de + 1 
où — 1, ON aura, Sa >>O0, X —Tr(cosT + V/—1sin t); 


REA Ne (cos = VS Sn SOL 
si a<0, x—=—r(cosT+V/—1sint), | 


L I 


AE) AE : 
((x))E er” eos = 7 nain | ((—1))". 
| \ 7e | d'à (&E 
: co . Vijiaor 
56. Quant aux valeurs générales de ((1)}", ((—1))", on 
les obtiendra en cherchant les valeurs dé 


ir D (cos 4 + V7 —: sin’) 
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propres à vérifier les équations 
: Hcral ais (cos rt + V7 —1 sin rt ) ST, 


x'= 7" (cost + V1 sin nt) = —1; 


or on satisfera à la première en posant 


2k7 





Done sinnr— 0, nt = "+ 247, 1% 
n 


et à la seconde, en posant 


D COM 1,  sma—0,/ nf t(2k+i)r, 


UE pe de TT ÿ 


F à 


on aura donc 








Ces équations fournissent pour chacune des expressions 
; Li | 
((1))', ((—1))", » valeurs distinctes que l’on obtiendra en 
donnant tour à tour pour valeur à 24 tous les nombres 
pairs, à 2k + 1 tous les nombres impairs compris entre 
o et 7 inclusivement. Il est facile de démontrer qu'il 
suffit de donner à 24 ou à 2k + 1 ces deux séries de va- 
leurs. En effet, r° soit » le nombre entier le plus rap- 


£ k : pp 
proché du rapport —, la différence entre les deux nom- 
ñ 


k F \ 
bres y et — sera tout au plus égale à :, en sorte qu'on 
n D 2 2 


k £&! k' ‘ ; c | 
aura — — y + —, — désignant une fraction égale ou 
ñ 7 n 
inférieure à 


2, et par suite À un nombre entier infé- 
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à > ñn 
rieur ou tout au plus égal à 5; 0n en conclura 
2k7 2477 
97 “ 
7 It 
2 km — . 247 2k x — ,, 24% 
cos a GO C0 + Tan : 
ñ nr 02 n 


T 


et par conséquent toutes les valeurs de (( A seront com- 
prises dans la formule 








, , [4 É LA . . 
si l’on suppose 2X° renfermée entre les limites o et 7; 
ou, ce qui revient au même, dans la formule 


k F 
((x)}" EAP e Dan A 2 kx 
LL 





ñn 


si l’on y suppose 2k renfermé entre les mêmes limites. 
Soit de même » le nombre entier le plus rapproché du 
(24 +i)r 2ny— (24 +1) 
on 


27 


rapport : la différence entre les 


nombres v et 


2k Li: Fe $ 
LR AIRE, est évidemment une fraction de 


numérateur impair inférieure ou tout au plus égale à +, 
en sorte qu on aura 


J 
PRO T MREES 2) 
on 27 


ok + 1 désignant un nombre impair égal ou inférieur 
à n, on en conclura 


(2k+Hi)r ET NES (ak +i)r 


ñ ñ 


l 
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(2k +Hi)z ir (24 +1)7 


cos 1 sin 
7 


= COS 


(24 À La Le ES È 1)7 


I 
et par conséquent toutes les valeurs de ((—1 ))" seront 
comprises dans la formule 
(24 Hi) (24"+a)7 


Pose 7 per Re 
7 


si l’on suppose 2 À” + 1 renfermé entre les limites oetn, 
ou, ce qui revient au même, dans la formule 


J sin NE TT TT ee 
ñn 


| (1) = 00 PÈEUE + (24H 1)# 


si l’on y suppose 2k + 1 renfermé entre les mêmes li- 
mites. 

Si 2 est pair, 2k pourra être tour à tour égalé à 
0, 2, 4,... (n—2),n, les valeurs o et 7 donneront pour 


I 


((x))" deux racines réelles+ 1 et— 1 , chacune des autres 


Ps 9 : À 
valeurs en nombre Bert donnera deux valeurs imagi- 


naires conjuguées. Dans le mème cas, 2k + 1 pourra 
recevoir les valeurs 1, 3, 5,... (7 — 1); à chacune de 


ces valeurs en nombre = correspondront deux valeurs 
à 
imaginaires de l’expression ((—:))". 
Si au contraire nr est impair, 2k pourra recevoir 
toutes les valeurs 0, 2, 4,... (7 —1); à la première 
correspondra une racine réelle et unique + 1, et cha- 


a 


, fournira deux valeurs 





cune des autres , en nombre 


LT: prix 7 
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I 
imaginaires conjuguées de l'expression ((1))". Alors aussi 
2k+ 1 pourra recevoir les valeurs 1, 3, 5,...n—2,n;à 
la dernière correspondra une racine unique et réelle — 1 

I 
de l'expression ((— 1))" ; chacune des autres, en nombre 


TT = ] . . . À . , 
, donnera deux valeurs imaginaires conjuguées. 





I I 
De ce que les expressions ((1))", ((—1))" ont 7 va- 
lue on conclut 4à ‘il en est de même de l'expression 


GY. 
57. Revenons à l’expression x“. 3°. Quand a est un 


nombre fractionnaire ges. on trouve, Si & >0O, 


al 3 


ze—((x)) =r (eos + Dr nr) ((1))" ; 
+ dE 
x —((x))"— F7 (eos + et sin r (=: jy" 


m m 
Les diverses valeurs des expressions ((1))", ((—1))" seront 
données par les équations 





k 24 
((s Ni cos s 2 E V7 — 1 sin ee 


? 


(—1))" — cos CA EVE V/—1 sin SERRE 


Comme les seconds membres de ces équations élevés à la 
puissance n, donnentpour résultats 1 ou—1 , on en con- 
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m m 


clut quetoutes les valeurs de ((x)) n ou ec) coïncident . 


avec celles de (1) ou ((—1)} 


4°. Sia = — m, on aura 


æ TM — 7m (cos mt — V/ —1 sin mt) ; 
5°. Quand a = — oona;sia=0, 


m m 


— — 


Ne r M 008 r — ges sin mr) (1) n. 


mi 


((x)) da LC VAT sin) (C1) 7, 


et l’on reconnaîtra que les diverses valeurs des expres- 


m m 
sions ((1))", ((—1)) “, coïncident encore avec les di- 
verses valeurs des expressions ((1))* et ((—1))". 
En résumé, a étant une quantité quelconque positive, 
négative, entière, fractionnaire, et x une quantité ima- 


ginaire &« + 6V/—1,on aura, siæ >0, 
terre (cosar + —1 sin ar) Hair 
SL er 0", 


((x))° rire ( cosar + LS sin ar) ((—1)}5; 
((1)ÿ° = cos2kar + V/—1 sim24kar, 
((—1)) = cos(24+ir)ar + V/—1sin(24+1)ar. 
On désigne par la notation particulière x*, celle des 


valeurs que l’on obtient quand, & étant positif, on prend 


Te 
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pour ((1))* la valeur particulière 1; on a ainsi 
DA €: (cos ar + V/—1sinar). 


On convient d'étendre cette équation au cas même où 
a devient irrationnel, et de s’en servir pour fixer le sens 
de la notation x. 


98. Considérons maintenant les notations A*, sin x, 
cos x, L(x). On a, comme nous l'avons vu, 


az—e*la ! Pa et = COST + VV —1 siñx, 
ès Er — 
e dé — cosx— VV” —1 sin æ. 


Si x—a+6V —71, onaura 


OCT ATOUT 
E rer OR 62 


eV Frs 


ns e“(cosé + V/—1 sin 6); 

donc 

cie las) erté) At ane (cos Sla +/—x sin Ela) 
— a*(cns la + V/—1 sin6la). 


Les équations 


MA — cosz + —isinz, € A sinx, 
donnent | 
V1 pie V/—1 À A de CV Ta 


- on aura dès lors, dans le casoù x —a+64l—7, 


Étert uns Cu SA 
COS L = ————— COS à — OS sin & V/—1, 
2 


L7 


(4 — 6 ç — (6 
: (es mu 4 ; C°—€ 
Sin a DR VA ‘ 
2 2 


59. Si l’on cherche les diverses valeurs réelles ou ima- 
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ginaires de y ou de z, propres à résoudre les deux équa- 
tions 


RS a A pds 


ces diverses valeurs seront les logarithmes de +, calculés 
dans le système népérien et dans le système out la base 


esta; nous les désignerons par les notations ] ((x)), L((x)). 


zla 


Or l’équation 4° — e°* entraine la suivante, 


Poor, ve da" ST 
on aura donc toujours L((x)) — ie L(@) , de sorte que pour 


obtenir les logarithmes de x, dans lé système dont la base 


est a, il suffit de diviser par Dee les logarithmes népériens 
de la même variable. 
Posons 


ne re V1, y=p+qV x, 
l'équation e7 — x donne 
Fi dt) ms = a& +CV/—41, 
Este 0, 


eP (cosg + V/ —1sin q) ne r(sinr + V/—1 sinr), 


Pr, p—tlr, cosqg=—=cosr, sing—sinr, q—7r+2/#x ; 
Pi ES 0, 
eP(cosqg + V/—1 sing) —— r (cosr + V1 sinr) 


eP—r, p=lr, cosqg ——0cosr, sing ——<sinr, 9 —=r2(2 +1). 
On aura donc, ss & > 0, 
L((x)) =17r + Vi Æ 247 Vi; 
CAN 27 à 7 
1((æ) = 174 Vi Æ (024 + ir 4. 
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Si l’on fait 

XI, OÙ Te 1,; 4 d'où VANNES 
on aura 


L(()) = sr V1, 1((1)) = EE (2447 V5; 
1 et — 1 ont donc une infinité de logarithmes, et l’on 
aura, S @>>o, 

L((æ)) = Ir + V1 +I((x)); 
si æ<o, 

L((z)) = + VV —1 + 1((—i)).: 
Dans le cas où « est positif ,ilexiste un logarithme plus 
simple que les autres, celui que l’on obtient en faisant 


k — 0, où, en prenant + 1 pour 1((1)), on désigne ce 
logarithme particulier par la notation 1x, et l’on a 


x =lr +7 Cr * 
On déduit la valeur de L((x)) de celle de 1((x)), en di- 


visant cette dernière par la. 

On détermine de la même manière le sens des nota- 
tions arc sin ((x)), arc cos ((x)), dans le cas où x a une 
valeur imaginaire & + 6 V — 1. S'agit-il, par exemple, 
de arcsin((x)), on posera 


arcsin((x) =p+qV —1; 


d’où : 
Le 2 
q q 
RÉ ie sin n HR LE CODE —1: 


De cette dernière équation , on tirera les valeursdep et de 
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4, que l’on substituera dans l’équation 


arc sin ((x))}—p +q V/—1. 


(Voyez, pour plus < détails, 1’ 4 nalyse algébrique 
de M. Cauchy, chapitre IX, ou le Traité de Calcul 


différentiel du même auteur, onzième leçon.) 


60. Nous mettrons fin à cette digression en étendant à 
des valeurs imaginaires quelconques des variables x ou y, 
les formules connues 


(a) X (a) = (æ)) FE, 
ete =esTtr, 
aa at), 
cos (x + y) — cosx cosy — sinx siny, 
sin(z+-7) — sinx cosy + siny cosx, 
 L((er)) = L((@)) +L((y)); 
1.  ((x)} = re(cosar+ V/—1 sinar) (Hi), 
M r! (cos br+ V/—1sinbr) (Hi1}}, 
done (x) (æ)) 
= ré téços|(a+-b)r+V/ —1sin (a+b)r|(Hi)) = ((x))e +6; 
2, € — EE Tr — e"(cos6 + V/ + sin6 }, 
er — e*(cos6/+ Lier sin6"), 
eser —e*e“|cos(£ + G')+V/ 1 sin(6 + EN 
— gta (6 +6) TI ge EVE HET 1 +7, 


5 dar — ee + ere — 6 +) = ar ty; 


MRC 
ee -COS# 
e. 


4. cosx—cos(x + EV/—1 Ÿ= 


de + , ——— 
— LENS En TEL | D: AU ù 
ss 
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He D 2x 
cos y — cos(a/ + 6 V Hi) RS cos æ/ 
C' LP 


— —— sin &/ V1, 
cos (x+y)= cos| (ea) +(E +) Vi] 
r / | / 4 
Lana conf ET mn sin(a-2") Vs 
+ Le Net 
PT OU (cos « cosæ" —sina sin”) 
SHELL 66 


+ DER PET NES (sinæcosæ/+ sin æ/ cos æ) Ds 


2. 


LA 


— COST COS Y — SIN x Sin Y. 
On trouverait de la même manière, 
sin(>+y)=—sinx cos y +sin y cosæ, 
et par suite, 
$ (7 F 3 
SIN| ——— 2 | = COST, COS| —— x | = SINT, etc. 
rs) Cet 
b°. On a identiquement 
d'où * 
27 = à (9) = el (@) + 1((2)), el (@) +1((n) — 1 (7) = x : 


ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que l’exposant du 


premier membre sera de la forme + 2kTV — 1, on aura 
donc définitivement 


Lx) +1) — (ar) = Æ 2 1, 
L((ær)) = 1((x)) +1 (Cr) Æ 2477, 


ou plus simplement 
L (fer) = 1((x)) +1 (Cr); 


car on ne change rien au logarithme d’une quantité ima- 


mcm RE" ERA 
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ginaire, quand on y ajoute + 2Â7 V/—1, qui y est déjà 
compris, puisquel((x)) est égal à lasomme (x) TV 1 
augmentée de + 2kr V/—x, ou de +(2k+1)rV/—1. 


Nota. Les équations 


((æ))e (a) = (+5, 1((e)) +1((r)) = Ir) 
sont vraies dans ce sens seulement, qu’à chaque valeur du 


premier membre, on pourra faire correspondre une va- 
leur égale du deuxième. 
61. On peut enfin appliquer les principes établis c1- 
È P P 
dessus à la résolution des deux problèmes suivants : 
: 


Problème 1°. Transformer sinmx et cos mx en un 


polynome ordonné suivant les puissances ascendantes de 
sin X et COS X. 


Solution. Les deux équations 


( COS x —- V/—1 sin x) m— çosmx + V/ —1 sinmx, 


( cosæ — V/—1 sinx)" = cosmx — V/—1 sinmx, 


donnent 
(cosæ+V/—1 sinx}" RCE eu —1sinx)" 
LL LU EE nn ONE IC CO RU OP CA EE 
ser V/—1sin ss (cosæ— bar sin)" 
TZ 


2/1 


Si après avoir effectué les développements, on égale de 
part et d'autre les parties réelles et les coeflicients de 


V/—1, on trouve 


m(m— 1) RES: 
COST = COST =— NE ENTRE cos *7 2x sin 2x 
—+ me or cos "4x sinix—+...etc., 


m Dé um (m-ilmmna) Lt | 
sn NX — TOOSAT SIN L- — "cos "Tir sinx-1... etc. 


1.213 
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Exemples : 
COS2X — COS?x — SsiN?x, SiN2X — 2 SiNx COST, 
cos 3x — cosir— 3cosxsin?x, sin 3x — 3 cos2x sin x— sin °x. 


Si dans le développement de cos mx, ou de sin mx, on 
met à la place de cos’ x sa valeur 1 —sin°x, on trouvera, 
en développant, 1° si mest pair, 





M/M—I EST 
COS DIT = 1 —— — + — | sin ?x 
I 2 2 


m m2 [ (m1) (m-3)  (m-1)3 i 
M Puit et tag letees 
— sin x — air fans nn M 
sINMT—=COSx x 


2°. Si m est RU 
I — ren É + à )sint 
— — al ? 
(RU) Ur 20) Aa. ? LA NE À (re di SA eg [sine 
Ÿa di 2°4 


cos mx = COS x 


ns 


1.3 2.4 
sin ma = sin x — certe CEE +2) sinÿ æ 
à et À am) LL Km PA de 
PTT 12 ma |" D AIN TT : 3 at sin°r.… 


. ? . F7 e. 
Si dans ces équations on change x en 3 ZX; etsi l’on 


observe que l’on a, pour des valeurs paires de m, 
FT , ae, 
cos(m=—mx)= (— 1) cos mx, 


C3 ; 
sin (mE—me)=(—1) sin mx, 
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et pour des valeurs impaires de », 





Cd ra Vi AE 
cos|m——mx)—(—1) Sin /nx , 
2 





sin (MT ma) —=(—1) ? cosmx; 


on trouvera les développements de sin mx et cosmx, 
suivant les puissances ascendantes de cos x. 


2% Problème. Exprimer les puissances entières de 
sinx et de cosx en fonctions linéaires des sinus et des 
cosinus des arcs multiples 2 3x, etc. 

Posons 


cos x + LV/— 1 sinxr—=u, cosx— V/—1 sinx =», 
d'où 
2COST—uU HV, 2 1 SNT—=u—Vv, WI, 


u”" or UT mn ÿ À 
“Le — COS AT, 


2 nt 


Cela posé, on aura 


— sin ?2T. 





27 cos" x — He ia, ntm) UT APTE 


1.2 
+ muorTI Lom, 
am sin x (4/1 }" = (u — 0} = ur — mur p 


ni) 


1.2 


un — , + 9 


et si 72 est pair, 
2" ICO" x —COSMT — cos (m- DR :Lse 1) cos (m-4)x +... 


m 
no ci 
Hi ———— — 


m 
LOU PRES * 
2 
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m . 


(-1 ÿ 2MTISIN"X — COSNX — — cos (m-2)x+- ms cos (m-4)x.. 


4r ns 0 Ex) 





1 
2 
120 
2 
si au contraire mn est impair, On aura 
“ m m(m—1) 
2TI COS" x — COSMT —-cos(rr — 2,)2 + ———cos(m—/4)x… 
1.2 
mi 
m(m— 1)... su 
+ cos æ, 
1.29 - 
. 2 





MI] 


(-1) ? pin = sinmæ-—" sin(me D 





at (2 D sin(m- -{)x.…. 








mi 
D 
a 3° E sin x. 
1:223.%0 
2 
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TREIZIÈME LECON. 


Différentielles des fonctions explicites ou implicites de plusieurs variables 
indépendantes. 


62. Soit u — F( x, 7) une fonction de deux variables 
indépendantes x, y; donnons à ces deux variables des 
accroïissements simultanés Ax, Ay, l’accroissement Au 
de la fonction sera donné par l'équation 


Au =F(x + 4x, 7+ 47) —F(x, y)= F(x + 4x, y)—F(x, y) 
+ F(x + ac, y Hay) —F(x+ax, y); 
mais d’après un théorème souvent rappelé, nousaurons, en 
désignant par F°(x, y), F;(x, 7), les dérivées partielles 
de la fonction F(x, y), prises par rapport à x ou par 
rapport à y, par F;,(x, y), la dérivée par rapport à x 
de la dérivée prise d’abord par rapport à y, et par &,, €, 
és, des quantités qui s’évanouissent avec ÀAx, Ay, 


F(x+ 4x, 7) —F(x, y) = F'(x, J)Az Hz, 
F(x+Ax, y+4y)—"F(x+ ax, y) —F, (+ Ax, y) A7 +8,47, 
10 (x + 4x, 7) =E (x, r)+ Fo, (æ; Y) A + e3Ax ; 

on a donc, en remarquant que 
f au” / du du 
F nn. F nn PR HU A SU pets 
.(T FA = , (& J) A et drdy? 


__ du 
AU Te dE 24 A7 + +407 + Ta 247 isaaay. 


L’accroissement Auise compose donc encore ici de deux 
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parties; l’une proportionnelle aux premières puissances 
de Ax, Ay, ou dans laquelle les coefficients de Ax, Ay 
ne s'évanouissent pas avec ces accroissements; l’autre né- 
cessairement proportionnelle à des puissances supérieures, 
et à des produits de ces accroissements, ou dans laquelle les 
coeflicients €, , €, €; des accroissements, s'évanouissent 
avec eux. Dès lors il paraît tout-à-fait naturel, par ana- 
logie, d'appeler différentielle de u, et de représenter par 
du, lorsque u est une fonction de deux variables indépen- 
dantes x, y, la partie de l’accroissement Au qui est pro- 
portionnelle aux premières puissances des accroissements 
Ax = dx, Ay = dy; on obtient ainsi 


du du 
du =: = d Pre : 
u nr dx +- ü dy 


la différentielle d’une semblable fonction est donc égale à 
la somme de ses différentielles partielles prises tour à tour 
par rapport à chacune des variables indépendantes. 

Si nous avions euu—#F (x, y, z), nous aurions trouvé 
de la même manière, en désignant encore par &;, €:,etc., 
e, e”, etc., des quantités qui s’évanouissent avec Ax, 
Ay, Az, par k, k”, k”, des coeflicients déterminés, 
Au—F(x+4x, ÿ+AY,2+4A2)—F (x, 7,2) =F(x+4Aûx, 7,2) 
—F(x, y, z)+F(x+Ax, y + AY, 2) —F(x + ax, y, 2) 
+F(x+ dx, y + A7, 24 2) —F(x + Ax, y+ A7, 2); 
F(x + Ax, y, 7)—F(x, y,3) =F'(x, y, z)am + e, Az, 
F(x+ Az, y + 47,3) —F(x + 4x, y, 2) 

= F,(x+ ax, Vs 2) AY HAT » 
1. (x+-Ax, ÿ, 2) = (x, y, 2) + 1 (x, Y3 2) 4x He3Qx, 
F(x + 4x, y +47, 3+ A7) —F(x+ Az, ÿ + A7, 2) 
—F,(x+Ax, y + Ar, z) Az sas, 
F' (x+ ax, y A7, 7) =F: (x + Az, y,2) 
+ Fi (x 42.7, 2) Ar + ssdy, 
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Fi(x + ax, 7,2) = Fi(x, 7,2) + Ft, y, 2) At + ça, 
. d d d ’ 
j 8 fées AN tr dy + dz + sax —+- A y + «Az 
+ kayax + k'Azax + k”AyAz, 
du du du 
mm + PT RE à REX 
4 A Car DE En 
équation que l’on écrirait plus correctement de la ma- 
nière suivante 


du = d;u + d,u + du. 


La marche que nous venons de suivre est indépendante, 
on le voit, du nombre des variables, et dès lors nous 
pouvons énoncer le théorème suivant: en appelant diffé- 
rentielle d’une fonction d’un nombre quelconque de va- 
riables indépendantes, la partie de l'accroissement Au 
qui est proportionnelle aux premières puissances des ac- 
croissements Ax, Ay, Az; cette différentielle du sera 
toujours égale à la somme des différentielles partielles de 
la fonction uw, prises tour à tour par rapport à chacune 
des variables indépendantes comme si les autres étaient 
constantes. 


Remarque. Dans le cas où x, étant seule variable indé- 
pendante , uw se trouvait déterminé par les équations 


u—F(x, y,2), y =@(x), 2=x(x); 
nous avons trouvé aussi 


du du du 
du = — dx — d. — dz. 
CAE De 
Cette dernière équation a donc lieu et dans le cas où une 
seule des trois variables est indépendante, et dans le cas 
où elles le sont toutes trois. Maïs dans ce dernier cas, 


dx, dy, dz désignent les aceroïissements arbitraires attri- 
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bués aux variables indépendantes, tandis que dans le pre- 
mier cas dx seul exprime l'accroissement de la variable 
indépendante x ; dy, dz désignent les différentielles de y 
et de z, considérées comme fonctions de x, et déduites 
des équations y = (x), z = y(x). Une autre différence, 
encore plus digne d’attention, consiste en ce que, dans le 
dernier cas, l’équation + 


du 
AE re M dr+ 5 d res 


ne doit être considérée que comme exprimant la défini- 
tion de la différentielle d’une fonction de plusieurs va- 
riables indépendantes ; tandisque dans le premier, lamême 
p 4 4 1? 4 L: 2 # e 

équation est le résultat d’un théorème qu'il est nécessaire 
de démontrer ; car la différentielle du se trouve alors dé- 


FRERE ES EEE ù 3 QUE 
finie à priori, comme la limite du produit dx.lim. ,ou 
by #1 « 


comme la différentielle de la fonction F[x,o(x), y (x)1; que 
l’on obtiendraiten substituantà y etz dansu=F(x, y, z), 
leurs valeurs y =" (),,z = y (x). 

Si les trois variables x, y, z étaient liées entre elles par 
une équation 


7 Ÿ(x, 7, z,) ET où z — dx, y), 


deux seulement seraient variables indépendantes, et en 
éliminant z, on aurait 


u = Ffx, y, Ÿ (x, »)] se FCO 


la différentielle du se composerait de deux parties : l’une 
prise par rapport à x en regardant y comme constant, 
l’autre prise par rapport à y, en considérant æ comme 
constant. Dans le premier cas, l’équation 


hi (RS we) 


MREIZIÈME LEÇON. 113 


peut se mettre sous la forme u = f (x, z), z étant une 
- fonction de x ; dans le second, sous la forme u—f( 7, z), , 
z étant une fonction de y, et l’on a 





d,u du dz 
du = —- d 2 REA 
7e dy rs dz dy sa 
FRA d,u ut du dz ’ 
a dt 
d,u d,u du / dz dz 
=— du = —-d RARE | as et 4 


mais z est une fonction des deux variables indépendantes 
x, y, et par conséquent 


_ dz dz 
donc enfin 


d,u . du 


du 








où 
du 
du = dx 1e Al its 
du = d,u + F3 É d,u. 


Telle est donc, dans tous les cas, la forme que prend la 
différentielle d’une fonction explicite de plusieurs varia- 
bles dépendantes ou indépendantes. 


63. Pour obtenir avec facilité la différentielle d’une 
fonction implicite de plusieurs variables indépendantes, 
il suffit d'observer, 1° que si deu fonctions d’un nom- 
bre quelconque de variables sont égales identiquement, 
c’est-à-dire quelles que soient les valeurs attribuées aux 
variables, leurs différentielles partielles, et par suite 
leurs différentielles totales seront aussi identiquement 
égales ; 2° que si une fonction de plusieurs variables est 
nulle identiquement, sa différentielle totale sera nulle aussi. 
L’équation u=F(x, y, z... etc.) —0o, entraine donc les 


À ps ô 
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suivantes 


ARE 0, du te RAR 


À l’aide de cette dernière équation on pourra détermi- 
ner la différentielle de l’une des variables considérée 
comme fonction implicite de toutes les autres. Si, par 
exemple, il n’y a que trois variables, on trouvera 


d d 
© dé + © dy 
dx dy 
dz = — 
du 
dz 
Exemple : 
g'+ y?+z—a Oo, xdx+ydy +z2dz =0, 
= — x mm dy 
az M : ay 
Si les variables x, y, z,... au lieu d’être assujéties à une 


seule équation de la forme u — 0, étaient liées par deux 
équations de cette espèce u—0, # —0, on aurait en même 
temps les deux équations du = 0, dy = 0, à l’aide des- 
quelles on pourrait déterminer les différentielles de deux 
des variables considérées comme fonctions de a de 
- toutes les autres. 

_ En général, si nr variablesx,y, z... sont liées entre 
elles par les m équations u— 0, #— 0, w—0,... on 
aura en même temps les »m équations différentielles 


AU = 0.00 0) MAI CIO RER 


à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles 
de m variables considérées comme fonctions implicites de 
toutes les autres. 


64. Considérons comme . cas particulier une fonction 
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homogène de plusieurs variables x, y, z... On dit qu’une 
fonction est homogène, lorsqu'en faisant croître ou dé- 
croître toutes les variables dans un rapport donné, on ob- 
tient pour résultat la valeur primitive de la fonction mul- 
tipliée par une puissance de ce rapport; l’exposant de 
cette puissance est le degré de la fonction homogène. 
En conséquence, F (x, y, z,...) sera une fonction de 
TX, Z,... homogène et du degré a, si £ désignant une 
nouvelle variable , on a 


NS = eeF(r:7. 7..2 


Cela posé, différentions par rapport à # les deux membres 
de cette dernière équation. La dérivée &u second mem- 
bre est'at" = 'F(x,7, z):enposant 


RES UN EN Ps BE M 
le premier membre devient F (u, v, w,...), sa dérivée est 


dE du dF de dF dw 


D de ia 


Nous aurons donc, en remarquant que 


du de dæ ; 
RU di 22 ds tint 
dF dF dF d 
cer ra GE Apre Hz —at* AC EL À 


ét en faisant £— 1, ce qui donneu=x, V=y,w—2z,... 


- dE dF dF 
nr VE dy Fe nant GE (ri me. 0) 


Cette équation renferme un théorème que l’on peut énon- 
cer comme il suit : Si l’on multiplie les dérivées partielles 
d’une fonction homogène du degré a par les variables 
auxquelles elles se rapportent, la somme des produits ainsi 


8. 
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formés”sera équivalente au produit qu'on obtiendrait ent 
multipliant la fonction elle-même par a. Pour une fonc- 
tion homogène de degré nul, on aura a = 0, 


d d 
ee £ 


dF te ENS 
pps TT Ru 1 UE : 


Exemp les : 


10. F(x, y,2)—=+(Ax?+By?+0Cz? + 2Dyz + 2Ezr+2Fxr), 
dE dF 
De ER, ST 
d 


F 
SEC NE Ex; 


LA 
a = 2, et l’on a bien 


(Az +Ez+Fy)zx + (By + Dz+Fx) y + (Cz + Dy + Ex)z 
— 2 X + (Az? + By? + Cz? + 2Dyz + 2Ëzr + 2Fxy); 


. F( x dE MUUTE x 
2 LL; D ES 5e NS EE 
d Y;°. dx x’ dr is 
dF dE 


7 y RIRE 

65. Considérons encore comme cas particulier une fonc- 
tion de la somme de plusieurs variables x, ÿ Ex 2 Cétte 
fonction doit être telle, qu’en posantx +y+2+ete. —#, 
elle devienne F (£) ou fonction de £ seul ; or une propriété 
remarquable de ces fonctions, c’est que leurs dérivées par- 
tielles sont égales : en effet, en vertu de l'équation 
u —= F(t), nous avons 





du __ du dt du __ du dt du ___ du dt 
dx dtdx’ dy dt dy’ dz dt &’ 


d’ailleurs l’équation x 4 YŸ + z +etc. = t donne 


dt __ dt __ df 


AD y 0e AE 


nt D 
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donc en effet, 


du __ du du 

did Ti de 
us 4 st du 
Si l’on avaitu — F(x— 7), on aurait LE TA les 


dérivées seraient égales, mais de signes contraires. 


Exemple : 


a=(c<+y}, u — (x nr à 


— MO Q <x— — 


sf 
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Différentielles successives des fonctions de plusieurs variables indépen- 
dantes. — Différentielles des fonctions de fonctions de plusieurs va- 
riables. — Nouvelle manière de définir et de calculér les différentielles 
premières ou successives. 


66. La différentielle d'une fonction w—# (He. ) 
de plusieurs variables indépendantes, est, en général, une 
fonction de ces variables que l’on pourra différentier plu- 
sieurs fois encore, soit par rapport à toutes les variables, 
soit par rapport à quelques-unes d’elles seulement. Dans 
le 1°" cas, on obtiendra les différentielles totales succes- 
sives de cette fonction, différentielles que nous désigne- 
rons toujours par les notations du, du, d'u, d'u; dans 
le second cas, on obtiendra des dérivées ou des différen- 
tielles partielles successives ; ainsi, par exemple, les quan- 
Les APE EAP 
Utés Pen 
nèèmes prises par rapport à x, à y, à z. Si l’on différentie 


exprimeront les dérivées partielles 


n fois, mais par rapport à plusieurs variables, ces varia- 
bles mises en indices, ou leurs différentielles mises aux 
diviseurs, indiqueront dans quel ordre on aura effectué les 


LE Dre REA £ diu 
différentiations : ainsi les notations d?d,d,u, di:,4 MR 
? x? dydz 


indiqueront qu'on a différentié ou pris les dérivées quatre 
fois; une fois par rapport à z, une fois par rapport à y, et 
deux fois par rapport à x, etc. 

67. Il est facile de prouver que les différentielles par- 
tielles successives conservent la même valeur quand on 
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intervertit seulement l’ordre suivant lequel les différen- 
tiations relatives aux diverses variables doivent être effec- 
tuées. On aura par exemple 





du du 

du dy du dx 

d pa à A1 QE A 
“dyu PE dxdy dx  dydx dy 


1° Démonstration. En désignant par la notation À, 
 l’accroissement d’une fonction de x, y, z,..: lorsqu'on 
fait croître x seul de la quantité Ax, on trouve 


A, du = d,(u+au)— d,u = d,Azu, 


et par suite, en divisant par Ax, et remarquant que Àx 
_est constant quand on différentie par rapport à y, 











Azdçu __ dyAqu DU A; U 
Ad EPA TP PAR 
et en passant à la limite, 
d.d,u d du 
dx EURE 
ou enfin 
pa du = 4; du 


ame JJémonstration. On a, comme nous l’avons vu, 
Fix + ax, y, 2) =F(x, y, 2) +F' (x, y, 2)ax +: 4x, 


€, étant une fonction (x, y, z, ÀX) qui s’évanouit 
avec ÀÂzx. Si dans cette équation nous changeons y en 
y + AY, € deviendra €, + e: y, et comme on a d’ail- 
leurs, en indiquant par F,;:(x, y, z) la dérivée seconde 
de F(x) prise d’abord par rapport à x, puis par rapport 
à 

F (x, Pr AY; 3) IF (æ, Y9 2) + Hi Gr, ds z) AY + :38Y) 

EF ,(x, y + ay, 2)=F,(x, y, 2) + ES: (x, Y, z)AT + 644T; 
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on irouvera 
Fix + ax, y + ay, z)=F{(x, y, z) + F;(z; Ys SJ ar 
HE (x, 7, 2)47+F,, (x, y, 2) Ax y + 4x+t3Ay + e/Axd y, 
e étant une quantité qui s'évanouit avec Ax ou avec Ay. 
Si nous étions partis de l'équation 
F(x, y Hay, z) = F(x, 7, 2) + Fe (x, Y, z) AY He3 AY, 


€; étant le mème que précédemment, nous aurions trouvé, 
en désignant par F;, la dérivée seconde de F (x, y, z), 
prise d’abord par rapport à y, puis par rapport à x, 


F(x+ax, + A7, 2)=F (x, y,2)4F' (x, y, zJAx+F'(x,7,2)4y 
HF (x, J, 2)AxAy + 8, Ar + 6347 + Axa. 
En égalant ces deux valeurs, supprimant les termes qui 
se détr “uisent, et divisant par Ax AY, on trouve 
pe (x, Y» z) pe NT ts EF, (æ Jr 2)+ 6, 


e” étant encore une quantité qui s’'évanouit avec Ax où 
avec Ay; or cette équation ne peut subsister qu'autant 
que l’on aura 


du : du 
dydz — = F} , (& y Vs 7 2) Sa dxdy? GONE D; 





En :(æ, Js 4) = 


Ce théorème étant démontré pour les dérivées du se- 
cond ordre, il en résulie que dans une expression de la 
forme d,d, d..... u, il est toujours permis d'échanger 
entre elles dE PALHINES auxquelles se ADROFIENS deux 
différentiations consécutives. Or, il est clair qu'à l’aide 
d’un ou de plusieurs échanges de cette espèce, on pourra 
intervertir de toutes les manières possibles l’ordre des 
différentiations. Aïnsi, par exemple, pour démontrer que 
d,d,d,u — d,d,d,u, il suflira d'amener d’abord par 


deux échanges consécutifs la lettre x à la place de z, 
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puis d'échanger les lettres y et z :on peut donc affirmer 
qu'une différentielle de l’ordre quelconque 7 à une va- 
leur indépendante de l’ordre suivant lequel les différen- 
tiations sont effectuées. 


68. Comme en différentiant une fonction des variables 
indépendantes x, y, z, par rapport à l’une d’elles, on 
obtient pour résultat une nouvelle fonction de x, y, 2, 
multipliée par la constante dx ou dy, ou dz..., et que 
dans la différentiation d’un produit les facteurs constants 
passent toujours en dehors de la caractéristique 4, il est 
clair que si l’on effectue l’une après l’autre sur la fonc- 
tion u = KF(x, y, z), { différentiations relatives à x, m 
différentiations relatives à y, 2 diflérentiations relatives 
à z, la différentielle qui résultera de ces diverses opéra- 
tions , savoir d"d" d'u, sera le produit d’une nouvelle 


fonction o(x, y, z) par les facteurs dx, dy", az", lnou- 
velle fonction dont il s’agit ici est ce qu'on nomme une 
dérivée partielle de x de l’ordre {+ m+n, et l’on a 
d'tnt+n u 


TN Tr == mn À —— te 
PRO NOUR dde afp 4 TN 7er 


Cela posé , en différentiant plusieurs fois de suite léqua- 
tion u = F(x, y, z), nous aurons 


SPAM NE d d 
SE io ré Te 3 — RP LU + zu, 
du=diu + dju + diu + 2d;,u + 2di,u + 2d;,u, 











ou 

d?u d?u d?u d?u 
d? — dx? OR | 2 2 d 
dr a Are dz? à PRE ar 4 

d?u d? 
à d 
Hé dxdz + 27 de y 

Exemples : 


u—xyz, d'u=2(xdydz + ydzdx + zdxdy), d’u =6dxdydz, 
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d'(x? + y? 423?) = 2 (dx? + dy? + dz?), 
d'(x$ + y$ +25) — 6 (dxi + dy 3 + dz$). 

69. Si au lieu de l'équation # — F(x, y, z), on con- 
sidérait la suivante s— F{u, v, w), les quantités u, v, w, 
étant elles-mêmes des fonctions quelconques des variables 
X,Y, Z, Comme en résumé s serait encore fonction de 
æ, Ÿ, Z, On aurait dre 


4 


Mais comme w, #, w seraient ei fonctions de x, on auraït 

















ds ds du ds dv ds Sa 
ii dx 
Dé — da de de OUI 
d 
4 y ass 
dy ? da 
et par suite, en RP que 
du 
14 ed + Par RE de, 2 mm a à di 
on trouverait 
ds 
ds == & ue = do + = de $ 
une seconde différentiation donnerait 
d?s d?s 
d?s — di? Ë ludv 
s TA AA + À duds 
2 d?s 
D Pre dudw w+T À dou + À du + To — d?w,, 
dis —.;. 


La règle générale est donc encore de différentier comme 
si u, v, w étaient des variables indépendantes, puis de 
tirer la valeur de du, ds, dw, eic., des équations qui lient 
les quantités u, v, w aux variables indépendantes x, y, z 
Exemples : 
du(u +v) = d'u + d'o, d'(u—v) = d'u — dv; 
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d'(u + v Var) —= d'u + V/—1 d'v, 
d'au + bo + cw) = ad'u + bd'o + cd'w 

Si les quantités u, », w étaient des fonctions linéaires 
des variables indépendantes x, y, z, c’est-à-dire si l’on 
avait 

a aë+by+ cz d, v—ax +07 + c'z+d", 
w = ax + by cz + d”, 
on aurait 
ARE ed 20e QU dE 0, | 

etlesdifférentielles successives de lafonction s—F(u,#,w) 
conserveraient la mème forme que dans le cas où &, v, w 
seraient variables 5 ME Ti on aurait ainsi 











Dar d?s 2 d? S y 
AR PH PA pe 
a dud  d Fe 
vd 
es CNE ne 
Exemples : 
Si s — F (u, »), on aura 
d's n  d's 
d? — LE n T1 40 
Les du’ dm À 1 du?" :dy fe 
D TI d's d's 
Les n—2/4 2 QUE don, 
PR se OU Tue 
sus EF(u)}F(r}, 
di E(u)E du" + Fu Ep) Que do Ue 


+" F’ (u) Fe TT(v)dude" + F (x) F'(v)dor. 


70. M. Cauchy a donné des différentielles des fonc- 
tions une définition immédiate, indépendante de la con- 
sidération des dérivées, qui semble plus rationnelle et 
présente de grands avantages, surtout lorsqu'il s’agit d’une 
fonction de plusieurs variables indépendantes. il appelle 
diflérentielles et 11 désigne par les notations dx, dy, 
dz ,... du, des quantités dont les rapports sont équiva- 
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lents aux dernières raisons des accroïssements que peu= 
vent prendre simultanément ces variables. Cette définition 
conduit immédiatement à celle que nous prenions pour 
point de départ, quand, dans le cas où il s'agissait d’une 
fonction d’une seule variable indépendante, nous appe- 
lions différentielle le produit de la dérivée par l’accroisse- 
ment arbitraire attribué à la variable indépendante. En 
effet, d’après la nouvelle définition, le rapport desdifféren- 


. [4 Le . . . . 
tielles . coïncide avec la dernière raison des accroisse- 


ments Ay, Ax; on a donc 


ay ay 
—— = lim. =, dy = y'dx. 
dx AE de 4 

De plus, en partant de cette même définition, les accrois- 


sements simultanés infiniment petits 


AD, AVS NAZ), 27. + AU 


» 
d'un nombre quelconque de variables dépendantes ou 


indépendantes, deviendront sensiblement preportionnels 
aux différentielles 


dry" dy Ar, NA 
dès lors, si l’on désigne paraæla valeur infiniment petite de 
l’un des rapports 
Ag -Aÿ "AZ Au 
dr} dy}. dit "14 


AT | | 
si l'on pose, par exemple, D = %; chacun des autres 


rapports différera très peu de «, on aura, par exemple, 
Au 





— du+6, 6 devenant s'évanouir avec «, et l’on trou- 
œ 


« . . s ‘ AU 
vera, en passant à la limite, du = lim. —S On pourra 


de cette manière calculer immédiatement la différentielle. 
Appliquons ces principes à la détermination de la diflé- 
rentielle d’une fonction, u=F(x, y, z), de plusieurs va- 
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riables indépendantes. Pour cela, posons 
LV fs adt, AY —= «dy, Az = «adz, 
dx, dy, dz, étant des quantités arbitraires, de telle sorte 
que ces équations n’établissent aucune liaison entre les ac- 
croissements des variables, et les laissent tout-à-fait indé- 


pendantes ; en vertu de la définition même de la diffé- 
rentielle, on aura 


DR PCT AnY Air 4 Ft, 754 
[:2 


WE 
Lure FE (x—adx, y + ady,z+ adz)—F (x,7, ? ] 


& 
En posant 


F(x+ adx, y +ady, z+ adz) —/f(a), 
F(x, 7, 2) = (0), 
on trouvera 


D line Pl et 
(2 œ 


d’où 


on a d’ailleurs : 
ARE dE GE LR 
Ai dx + adx) cer) d( +ad) ”? 


d’où 
du du du 
4 — RRTEESS LE 
f'(o) = dx + Fr dy +- Fr dz. 
Or, si dans l’équation 
Feb) f(x) = fa + Ré, 
on fait x — 0, À = &, on trouve 
J(æ)—f(0) = af'(0) +Re, 
R, s’évanouissant avec &, et par suite | 
du = Jim. EE) = )=T pe a + de. 
Nota. On aurait pu écrire de ete. 


a OA ou AO) PC) — lim ue F2) 2) 
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La définition de M. Cauchy conduit donc aussi à ce 
théorème, que la différentielle totale d’une fonction de 
plusieurs variables est la somme de ses différentielles 


partie elles. 
On aurait pu calculer directement la limite du rap 


AU 
port —#' € remarquant que 
(2 


Au _ F(x+adx, 7, 2)—F(x,7,2) + F(x+adzx,y+ady, z) —F(x+udx,7,2) 


œ La 


dis + adx, y + ady, 24 «dz) — (x + «dx, y + «dy, z) 
s œ 
F'{x, Y, 2) adx +R; adx + F, (x + «dx, 7, 2) «dy + Ra «dy 
ERA UE Se 
pe (x + dx, y + «dy, 3) «dz + R3 adz ; 
x 
d'où 
à Au: EE 7 ’ 
du = lim. DRE (x, 7, 2) dx ++, (x, y, 2) Pa (x, 9,7) dz 
\ = dx +T y + # dz. 
71. Les dérivées successives te (ae), 7. f (x), ete., 


de la fonction 

fa) = F(x +adx, y +ady, 24 adz),, 
seront toùtes des fonctions des seules quantités variables | 
x+adx, y+ady, z<+ adz, et par suite les diffé- 
rences f(«)— f (0), f ()—.f (Co), (a) — fo), 
seront précisément égales aux accroïssements que recoïi- 
vent les fonctions de x, y, z, représentées par f (0), 
f'(o), f'(0o),... lorsqu'on attribue aux variables indé- 
pendantes les accroissements Ax — «dx, Ay —= en 
Az = «dz ; on aura donc successivement 


J (a) Te 10) A (o), 


: AU À 
du — mie: Lim: 
æŒ 


d'u—lim. 


CEE. 
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MNT ee Le Vesta e 4 © © » 0e 0e, ae 0 06» 0e g ets ve te) ce. en 5) © 9» e7%:e 


La 008 ca dt an 6 GET 


d'u= Nm. =————— — 
æ (À 

et nous en conclurons que pour former les différentielles 
totales du, d°u..., d'u, il suffit de calculer les valeurs 
particulières que reçoivent les dérivées f(x), f(x), 
f"(æ).… f(x), dans le cas où la variable « s’évanouit. 

72. Parmi les méthodes propres à simplifier la recherche 
des différentielles totales, on doit distinguer surtout celles 
qui s'appuient sur la considération des valeurs symboli- 
ques de ces différentielles. 

Si l’on désigne par a, b, c..., des quantités cons- 
tantes, la différentielle totale de l’expression 

ad dd? .u+bdrd1dr.u+ etc... 

sera 


ad'+d"d".u--ad! d'+di.u+ad dndi+r.u+-bdr+idid".u etc. 


C'est-à-dire qu’elle sera précisément ce qu'on aurait ob- 
tenu si l’on avait multiplié le produit des deux facteurs 
u et ad! dd, + bdr ddr. .. par d, + d,+d,, en opé- 
rant comme si les notations d,, d y» d, représentaient 
de véritables quantités différentes les unes des autres. 

Lorsqu'on ne fait qu'indiquer la multiplication, on 
trouve l’équation symbolique 
d(ad! d"d” .u + bdr didr.u etc...) 

— (ad! dd" + bde di dr +"... \ (dd, + di)u. 

Comme en réalité, d,, d,, d,, ne sont pas des quanti- 
tés, maïs des symboles qui indiquent une opération à 
faire, la formule qui précède, prise à la lettre, n’a aucun 
sens, mais elle redevient exacte dès qu'on a développé 
son second membre à l’aide des règles ordinaires de la 
multiplication algébrique. | 
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Si l’on pose 
# 
ad}. d} d'u + bd did'udu+d,u+du=(d,+d,+d)u, 


et si l’on différentie plusieurs fois de suite, on arrivera 


à l'équation symbolique 


d'u=(d,; +d,+ d,)'u, 
qui prouve que dans f’expression de la différentielle 7°"° 
les coeflicients sont les coeflicients du binome. 

Si s—F(u, v,w), on aura encore d's—(d,+d,4-d.)"s, 
et il sera très facile de développer le second membre de 
cette dernière équation dans le cas particulier où l’on 
suppose w fonction de x seul, # fonction de y seul, w 
fonction de z seul. D'ailleurs pour passer de ce cas par- 
ticulier au cas général, il suffira évidemment de rempla- 
cer d,u, diu, diu par du, d°u, du,... d,v, d;v... par 
dv, d’v, etc..., c'est-à-dire d’effacer les lettres x, y, z, 
placées en bas de la caractéristique d. 

Exemple : s — uv; en opérant comme on vient de Île 
dire, on irouvera 
d'(uv)= vd? u +- . d,od"\u + FRE dod ru. Fi 

+ nd,ud Te + ud®v, 
(n — | 


d'", uv = vd'u ue dvd"Tiu + rue d'edr2y ,” 
I k 


- ndu d': 0 + ud?'v. 
Cette dernière formule subsistera , quelles que soient les 
valeurs de u, #, et de x, y, et dans le cas même où w, 
», se réduisent à deux fonctions de x. 





Exemple : 
n  n(n—1) n(n—1)(rn—2) 
jà et ae ax * a?x? ax 1 Ë 
Ne Nr . 
x z Jp A(r—1)..3.2.1 


ei 


ax! 


“4 
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Application à des questions d'analyse qui dépendent de plusieurs 
variables indépendantes. 


Première application. — Maxima et minima des Jonc- 
tions de plusieurs variables, liées par une seule équa- 
lion. 

75. Lorsqu'une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes æ, y, Z,... etc., atteint une valeur particu- 
lière, mais réelle, qui surpasse toutes les valeurs voisines, 
c’est-à-dire toutes celles que l’on obtiendraiït en faisant 
varier X,Y, Z en plus ou en moins de quantités très 
petites, cette valeur particulière de la fonction est ce 
qu'on appelle un maximum. Lorsqu'une valeur particu- 
lière d’une fonction de x, y, z est réelle et inférieure à 
toutes les valeurs réelles voisines, elle prend le nom de 
MUNIMUM.. 

La recherche des maxima et des minima des fonctions 
de plusieurs variables, se ramène facilement à la recher- 
che des maxima et des minima des fonctions d’une seule 
variable. En effet, pour que la valeur F(x, y, z) soit un 
maximum où un minimum, il faut que la différence 


F(r+Ax, y +47, 2H Az) —F(x,7,z) . 
— F(x+adx, y +ady, 2+adz)—+F(x, 7,32) = f(«)—f (0) 


soit toujours négative ou toujours positive : négative 

pour un maximum, positive pour un minimum; ce qui 

exige, 

19. Que f (o) soit une valeur maximum ou minimum 

de f (&): 
Li | 43 à | 9 
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20.@te J'(0) — 0, où fE(o) = 
3°. En supposant la fonction f («) continue ainsi que 
ses dérivées, que lapremière de ces dérivées qui ne s’éva- 
nouisse pas pour & = 0 soit une dérivée d'ordre pair, 
et qu'elle soit négative s’il s’agit d’un maximum, posi- 
tive s’il s’agit d’un minimum, et par conséquent, en ob- 
servant, 
°. Que les. valeurs qui rendent la fonction F(x, y, z) 
discontinue peuvent lui donner une valeur minimum ou 
rs 
os fie) = f(o)e dl f®(o)= d'u, on 
arrivera à la règle suivante. 
Pour trouver les maxima et les minima d’une fonction 
de plusieurs variables indépendantes, 
1°. On thoisira les valeurs de x, y, z qui rendent la 
fonction discontinue ; 
29, On fera 


du du d 
dF(x, 7,2) =du= de +de PME 1 


3°, On fera du — 0, équation qui entraîne les trois sui- 


vantes, 
du du : du 
= 0; D me T = 
puisque dx, dy, dz soni des accroissements entièrement 
arbitraires et indépendants; 
4°. De ces dernières équations on tirera les valeurs de 
XL, Vs Z; 
5°, Pour décider si le système de ces valeurs produit 
un maximum ou minimum, on Calculera les valeurs des 
différentielles successives d’u, dèu, dÂu... qui corres- 
._ pondent à ce système. Soit 


du; À n d'u EAN 
dy* APCE 1 dx" dy T [y +etc., 





d'u = 





dx" 
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la première de ces différentielles qui ne s’évanouit pas. Si 
pour toutes les valeurs des différentielles dx, dy, dz, n 
est un nombre pair, et d'u unequantité négative, la valeur 
proposée de w sera un maximum; elle sera un minimum 
si étant toujours pair, d'u reste toujours positif. En- 
fin si z est quelqueiois impair, ou si la différentielle 
d'u est tantôt positive et tantôt négative, la valeur de 
ne sera ni maximum, ni minimum. 

14. Concevons que pour appliquer le théorème on 
forme d’abord la valeur de 


“ 
LL 











d'u d?u 2d?u 
24 == dx? YA dxd L 
d’u spé Etre ij RAY EE xdy + etc., 


pour y substituer à x, #3 z leurs valeurs tirées des équations 


du du 
HOMME Er 0; CIC: 


dy 


Alors, 1° si les dérivées partielles 


d'Htes dt d?u 
dx? FETE dxdy”. 


"AN AVE 
s'évanouissent, il faudra recourir aux différentielles sui- 
vantes d'u, d'u,... etc.; 2°. si ces différentielles partiel- 
les ne s’évanouissent pas, et que l’on fasse varier les 
quantités arbitraires dx, dy, dz, il arrivera de trois cho- 
ses l’une: ou la différentielle d°u conservera constamment 
le mêmesigne, sans jamais s’'évanouir, ou elle s’'évanouira 
pour certaines valeurs de dx, dy, dz, mais en reprenant 
le même signe toutes les fois qu’elle cessera d’être nulle; 
ou elle sera tantôt positive et tantôt négative : la valeur 
proposée de w sera toujours un maximum ou un mini- 
mum dans le premier cas, quelquefois dans le second, 
jamais dans le troisième. On obtiendra dans le second cas 
un maximum où un minimum, si pourchacun des systèmes 


9. . 
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de dx, dy, dz:.. propres à vérifier l'équation d’u—=0, la 


première des différentielles du, du, ete., qui ne s'é- : 


vanouit pas, est toujours d'ordre pair et affectée du même 
signe que celles des valeurs de d’u qui diffèrent de o. 

En général, si la 1°° des différentielles d'ordre pair qui 
ne s’évanouit pas est 








24 ] 2m 
dd?" —— d 2m À d 2m vi 
& dx?" p rs dy 2m à à a 2e 
om : d?"y | 
+ — -———— dr" dy 4:,setcs, 


1 dx?" pe dy 


il pourra arriver trois choses : ou la différentielle dont il 
s’agit conserve toujours le même signe, quand on fait va- 
rier dx, dy, dz...; ou bien elle s’'évanouit pour certaines 
valeurs de dx, dy, dz,... mais reprend toujours le même 
signe dès qu'elle cesse de s’évanouir ; ou elle est tantôt 
positive et tantôt négative. La valeur correspondante de 
« sera toujours un maximum ou un minimum dans le 
premier cas, jamais dans le troisième, quelquefois dans le 
second ; c’est-à-dire si, parmi les différentielles d’un ordre 
supérieur à 2», celle qui la première cesse de s’évanouir 
est d'ordre pair, et si elle est toujours affectée du même 
signe que les valeurs de d’"u qui diffèrent de o. Il est es- 


sentiel d'observer que d°”"u étant une fonction entière et. 


continue de dx, dy, dz,... ne saurait passer du positif 
au négatif, tandis que ces quantités varient, sans devenir 
nul dans l'intervalle, c'est-à-dire sans que l'équation 
d’"u — o admette une ou plusieurs racines réelles. De 
sorte que pour que d’”u ne change pas de signe il faut 
et il suffit que l'équation d°”"u — 0 n’admette que des 
racines imaginaires. Dans ce cas il y aura toujours maxi- 
mum où minimum; maximum si du est une quantité 
toujours négative, minimum si d’"u est une quantité 
toujours positive. 
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15. Exemple : Supposons 


pr Az? + Bxy + Cy° + Dx + Er + EF, 
du = (24x + By + D) dx + (Bx + 207 + E) dy, 


du —,2 (Adx? + Bdxdy + Cdy*), duo, dâu— o,etc. #23 #77 hs 


Les valeurs de x, y, propres à produire un maximum ou 
un minimum, seront déterminées par les équations 


2Ax7 + Br + D=o, Br+2Cr+E—o, 
d’où 
2AE — BD 2CD — BE 
bee Li TE ———— ; 
B? — {AC? B? -— {AC 
de plus, 1° l'équation 
2 mA à A5 RUE GA 


AA Ta 





du —2(Adx?+Bdrdy+Cdy?) —2Ady° ( 


n'admettra que des racines imaginaires, si B°—4AC<o, 
et d?u sera alors toujours positif ou toujours négatif, 
Suivant que À sera plus grand ou plus petit que o; ainsi 
la fonction 

Az? + Bxy + Cy° + Dr + Er +F, 
admettra un maximum si 

L 
* B? — {AC <'o, À << 0, 
un minimum SI 
He HAD eo, AS 0: À 


2°, Si B—4AC>>0, l'équation du — 0 admettra des 


racines réelles, et d°u changera de signe pour certaines ,,. / » 


an: , 27 
valeurs de dx et dy, ou du rapport D il n’y aura donc , 


alors ni maximum ni minimum. 
3°. Si B°—4AC— 0, et si l’on n’a pas en même temps 


2AËE — BD—o et 2CD—BE— 0, 
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l’une des valeurs de x ou de y sera infinie, la fonction 

donnée n’aura ni maximum ni minimum,Supposons que 

ces conditions soient satisfaites y alors les deux équations 
du du 


k ÿ/ te 0 tee, (0. 
“0. dx ar k 


N 4 MC "yes A 
PJ d À { 4 — 0 


se réduisent à une seule, par exemple à 
— = 2x +By+4+D—=o, 
TL 


et les valeurs de x et de y sont indéterminées. On à 
dans ce cas 


C d 
du 2(Adxr?+2V/ AC. dxdy+Cdy? )=2ade| 1 ve 2): 


V/A dx)? 


cette valeur de d°u se réduit, il est vrai, à o, toutes les 


fois que | 
HP NUS VOIR 


ALT NZ 


ay 
dx 
seconde est de même signe que À ; et d’ailleurs 





mais pour toute autre valeur de, cette différentielle 


PE 0, dl )ONN El LL 


La différence Au, lorsqu'elle ne sera pas nulle, sera donc 
toujours positive ou toujours négative en même temps que 
À, et par conséquent la fonction w admettra une valeur 
minimum si À >—0o, et une valeur maximum si À < o. 

Si B s’évanouissait, on aurait nécessairement, en 
vertu des équations | 


B?— AAC — 0, 2AE — BD = 0, 2CD—BE — 0, 
ou 
A=o, B—0, C—o, u=Dr+Ey HF; 
ou 
A=o, B—0, D—0o,u—Cy  HEy+F, 
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ou enfin 

De ON CEONE — 0, br Az LDESF EF; 
dans le premier cas la fonction w n’auraït ni maximum 


ni minimum, dans les deux derniers cas elle aurait une 
infinité de maxima ou de minima égaux à 


£CF —EÆE  4AF—D: 
a QU: 
DATE ZA 


76. Scole 1'°. En général, on a 




















A ; ; d? À d'u 
er. TR A EU Pr na 64 
où 
d'u d'u 
rad? dy? dxdy dy : dx? 
Lis At dx? du dx d'u }’ 
dy dy 


et par conséquent, 1° d?u aura constamment le signe 


d? 5 PAR : 
de: si l'équation 
dy? 








9 . . . . \ ° . 
n a que des racines imaginaires, c’est-à-dire si l’on a 


d'u \2 d'u d?u 
(a) ar a <e 
2y d? 
dy° is dt? 
même signe; la fonction & admettra donc un maximum 
si l’on a à la fois 


ce qui exige que 








soient des quantités de 


d'u à { d'u \? d’u d?u 
7 pee L \'drdy / 7 dy? dx V2 
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et un minimum, si 


d?u (E ] d?u d?u 


ad 2 ar) 


2°, La fonction n’admettra de maximum ou de mini- 
mum, dans le cas où 


d’u\? . d’ud?u 
drdy) dy? de — °? 


qu'autant que la première des différentielles du, d'u, 
ui cessera de s’évanouir pour les valeurs de ay ropres 
q P pa à pr 


à vérifier l'équation 





d?u d°?u 

dy? * drdy dy, dx? 

dx? deu dan din T0 
de de 


sera d'ordre pair, et constamment de même signe que d°# 
quand il ne s’'évanouit pas. 3°. Si 


diu \%..: d'wd?u æ 
———— CC, O 
dxdy dy? dx? s 
la fonction u n’admettra ni maximum ni minimum. 
Scolie 2°. S'il s'agit d’une fonction de trois variables, 





on aura 
d?u 
du = Tax jee SRE M dr 
Ne 
_e 2 Fe dader 2 js dydz , 

et en posant 

x. dy dz 

Fr — pP) HN q; 


f d'u du ‘du d'u d'u 
died SRE) MN +; Re er EP FA fe LD te LE 
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AUAA 
Pour que d°?u ne change jamais de signe, il fawt, 1° que 
l'équation d’u— o, résolue par rapport à q, n’ait pas de 
racines réelles, ce qui exige que l’on ait, : quesoitp, 





d?u " dei, UN2 d?u { d?u d?u 
dx dz dyds? dr \idrt Ce d. ne) NO; 
ou 
d?u _ d?u d?u ren d?u d?u d?u du 
[ dydz _ de dy? : | dydz LAS CU OA dxdy P 
ch d'u \? d?u d?u 
Nr de 


Cette dernière condition sera elle-même satisfaite quand 
on aura 
" d?u \2 d?u d?u 
é d ) Dr ae 0 
day +5 ds? ‘dy 
d? d? d?u d? : 
dydz dxdz . an 
d?u \? ju d° u d?u de d?u d?u 
dd as | Arts [ZE | << 0. 
dydz) — dr dy° |] a) TT de dx 


Telles sont donc les conditions mécessairesset suffisantes 
pour que la fonction w admette un maximum ou un mi- 


d?u 


nimum ; ce sera un maximum si SES <o,et un mini- 
Z ‘ 


. d?u 
mum Si ——- O 
dz? 


77. 1 Excmple. De tous les triangles isopérimètres, 
quel est le plus grand en surface ? 
; è RER x +23. 
+ Solution. Soient x, y, z les côtés, p — sos le 
jf : 
demi-périmètre donné, on aura z—2p—x—7, et la sur- 
face du triangle sera donnée par l'équation 


a=V/p(p—x) (pr) (p—2) = V'p{—x) (p—r)(2+9—p); 
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les équations 
du du 
— = 0, —— 
dx dy 
se réduiront à 
P(Pp—Yy)(2p — 2x — y) =o, 
pP(Pp — 2x) (2p — 27 — x) = 0; 
on ne peut poser ni P—y—O0, niP—X—0, puis- 
que sans cela on aurait 


2=%Y=L+Y #2, J = ar HS:. 
ou 


2P=IL=LT+Y #2, x = Y 3, 


ce qui est absurde; il faudra donc que l’on ait 


nu 2p = 2L YO, 2P—2ÿ —L—O, 
ou 


PRE ne Z2—=2p LL ÿ = <p. 


De plus, pour ces valeurs de x et de y, on aura 


d?u d?u : 
= V3, Di Vs 
dur: U5: 
dxdy 2 ? 


est négatif, et de plus 





du\ d'ud'u 3 SE 
(La) 7 dy? dx’ Far CE 


les valeurs de x et de y donnent donc un maximum de la 
fonction u, et le plus grand des triangles isopérimètres 
est le triangle équilatéral. 

2% Exemple. De tous iles parallélépipèdes inscrits 
dans une sphère, quel est le plus grand? 
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Solution. Tous les parallélépipèdes inscrits sont des 
parallélépipèdes rectangles, leur centre coïncide avec le 
centre de la sphère, leur diagonale est le diamètre D 
de la sphère, et en désignant par x, y deux des côtés, 
le troisième z — V/D°— x°— y*. Cela posé, le volume 


du parallélépipède sera 


u = 2y3 = 2 VD'— x — y, 


du —_——_— — ay: 
Lee. nie D? — x? — eV QE CERN RS PRE I are 
dx 14 f VD 2 — y 
x 
RE eme Rs ere D? — 22? — y 
| Dh | 700 
du 2 


es PS 2 ——— (D? — 277 — x); 

dy LD? ses 2 — y? 4 

donc 

D?—22—y2—0, D'—2y7?—2 0, x—7Y AUS 
d'u : d?u d'u 


dx?” dxdy” dy° 
s’obtiendront facilement en ayant égard aux équations 


De plus, les valeurs correspondantes de 


D?—2x—7y" 0, D'—2y—2 =0, 
et l’on trouvera 


DR M NU D de Vi D. 
dxdy V3 LE ER A AM NA DCE 


donc 





| HN 
| Au de = 
Ù ( d?u : té dant 4A D 76 DA 12 D2 
2 —— À © > —— —— ——— —— sg 
dxdy . dy? dx? 3 3 1187. 


le parallélépipède maximum sera donc le cube qui a pour 





côté 
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3%° Application. Soit F(z) une fonction entière et 
réelle de z, si l’on posez =x+7y V/—1, on aura 


FCx + yV/—1) =R(cosT + V/—1 sinT), 
Fe 2 Vi) a à R (cos T — V/—1 sinT), 
nt F(x + rV —1 )F(x — TV =). 


Cela posé, il sera facile de prouver que si le module R ad- 


met pour z = X + yV/—1 une valeur minimum, cette 
valeur minimum sera nécessairement nulle. En effet, soit 


00 Cr YV/—1) la première des dérivées qui ne s’éva- 


nouisse pas pour z—X + 7yV/—1, de sorte que l’on ait 


Fay —1)=0, F'(x+rV —1)=0.…, 


FG@—:) (x a + V/—1) —= 0; 
l’équation connue | 
d'(uv) = vd'u + ndvd"—:u 0 10 + u dv 
donnera , en y faisant 


y SE (x PV), o=F(x— y V1 ); 
dr Re dr[F(x+y V1) F(x—yV—1)|] 
= Fe +) Fe Vi Nas + dr) 
(PO (er) (de dr)", 


d’où l’on tire, en posant 


x + V1 = me r(cos t + po sin t), 
dx dy 1 — b (cos T—+ V1 sin rh 
FG@(x + y V/—1)— R,(cosT, + V/—1 sin Ta) 
d'R? — 2RR,r" cos(T, —T +77); 
or, si la valeur minimum de R ou de R? n'était pas nulle, 
d".R? changerait évidemment de signe dans le cas où ùl on 


L 
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donnerait à t, et par suite à dx et dy, certaines valeurs, 


s à 2m —- 1 
par exemple si l’on changeait + en tr + ——— T, etpar 


! 


conséquent la valeur de R dont il est question ne pour- 
rait pas être une valeur minimum. 

On démontre facilement, à l’aide de ce qui précède, 
que toute équation'entière 


F(x) = 2" + A;xmTi +... HA, _,x + A» —o, 


à coeflicients réels ou imaginaires , admet une ou plu- 


sieurs racines réelles ou imaginaires. En effet, le module 
R qi, en désignant par p,, f£:,... p, les dite des 
coeflicients À,, de À:,... À,,,»est toujours plus grand 
que 44 Gifs, en © Ait 


PE mme pra D PTT ns oo Pm 
et-plus-petit-que 
pius-petrt q 
CS PAR RE Ep fer pm y 


finit par croître indéfiniment avec r ou avec x, y. Cela 
posé, parmi toutes les valeurs que prend le module R 
pour des valeurs finies de x et de y, il en est nécessaire- 
ment une plus petite que toutes les autres : or cette valeur 
minimum est nécessairement o, comme On vient de le 
prouver; il existe donc une ou plusieurs valeurs de z de la 
forme z—x+6V/—1, propres à vérifier l’équation 
R = o et par conséquent F(x) — o. 

On trouvera plus de détails sur les conditions néces- 
saires pour qu’une fonction #, d’un nombre quelconque 
de variables indépendantes, admette un maximum ou 
un minimum, dans le Calcul différentiel de M. Cauchy, 
21° lecon. 
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SEIZIÈME LECON. 


Suite des applications analytiques. 


DEUXIÈME APPLICATION. Maxima et minima des fonctions 
de plusieurs variables, liées entre elles par plusieurs 
équations. 


78. Si Les z variables x, y, z,... au lieu d’être indé- 
pendantes, comme on l’a supposé jusqu'ici, étaient liées 
entre elles par 72 équations ÿ—0, #—0..., pour déduire 
de la méthode indiquée les maxima et les minima de la 
fonctionu—F (x, y, z,...),il fauarait commencer par éli- 
miner de cette fonction m variables différentes à l’aide 
des m équations données; après cette élimination les va- 
riables qui resteraient, au nombre de n — m, devraient 
être considérées comme indépendantes, et l’on égalerait, 
comme ci-dessus, du ào, ou à l'infini, etc. Mais la re- 
cherche des maxima et des minima peut, dans ce cas, 
être beaucoup simplifiée. 

En effet, diflérentions la fonction u en y conservant 
toutes les variables données x, y, 3,... l'équation du—=0o 
deviendra : 


u du 
LEE Le pnsoe 4 D VIE 
(1) Er A AT CU 0, 


et renfermera les » différentielles. dx, dy, dz... dont 
n— m seulement sont réellement indépendantes, les 
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m autres pouvant être Mn: à laide des mn équations 
Fa d. tel FE 
x — 0 
| dr y? 2 
(2) ee D “ 


—— d des 0) etc. 
dx ne d + ÿ UC 


Cela posé, l'équation du — o devant être vérifiée dans le 
cas du maximum ou du minimum, quelles que soient les 
différentielles des variables indépendantes , il est clair que 
si l’on élimine de cette équation un nombre m de diffé- 
rentielles à l’aide des formules (2), les coefficients des 
m — n différentielles restantes devront être séparément 
égalés à o. Or, pour effectuer l'élimination, il suffit d’a- 
jouter à l'équation du — o chacune des équations dv — 0, 
dw=— 0,... multipliée par un facteur indéterminé — X, 
—4,...et de choisir ces facteurs de manière à faire dispa- 
raître dans l’équation résultante les coefficients de m dif- 
férentielles successives ÿ comme d’ailleurs l'équation ré- 
sultante sera de la forme 


{ du à dv dw ù dx 
4 AUS HN PRE ) | 

du dy dw 

ee de ts fes 6 7 * PRE 
et comme, après avoir fait disparaître les coefficients de m 
différentielles, il faudra égaler encore à o ceux des diffé- 
rentielles restantes, il est permis de conclure que les va- 
leurs de À, x, v... tirées de quelques-unes des formules 


du dv dw HT 
ANR PQ. CM 
du dv dw Eu 
dy Te 102 dE . 0 , 


} 


devront satisfaire à toutes les autres; par conséquent les 
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valeurs de x, y, z,.. propres à vérifier les équations 
du = 0, dv — 0, ou propres à donner des maxima et 
des minima, devront satisfaire aux équations de condition 
“que fournit l'élimination des indéterminées À, p, v... 
du 


| d ; 
entre les formules = —)"...—0o, etc. Le nombre de 
dx dx 


ces équations de condition sera 7—m; en les réunissant 
aux 7n équations # — 0, w —0,... on obtiendra en tout 
équations dont on déduira, pour les variables x, y,2, plu- 
sieurs systèmes de valeurs, parmi lesquelles se trouveront 
ceux qui pourront rendre maxima où minima la fonction 
donpée.u—#© (x,;7,"2...) 

Nota. Les équations de condition produites par léli- 
mination de À, pm, v... resteront les mêmes quand on 
échangera entre elles, d’unemanière quelconque, les fonc- 
tions w,P,#..., Ou quand on remplacera ces fonctions par 
les suivantes u-— a, v—b, w —c..., de sorte que la mé- 
thode précédente donnera toutes les valeurs propres à 
rendre maximum ou minimum non-seulement la fonc- 
tion uw, mais les fonctions #, w,...; u—a, w—0, 
w — c... Si les variables sont liées entre elles par une 
seule équation # —o, les équations à l’aide desquelles 
on pourra éliminer À deviendront 


du 4 dv A du do du dv 
dx SR ÉQU ENRE 


du du du 
de ce Li fes de ee CIC 
de ds do 
dx dy dz 


Cette dernière formule équivaut à 7 — 1 équations dis- 
tinctes qui, réunies à l’équation # — 0, détermineront les 
valeurs cherchées de x, y, z. 
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79.1 Exemple. a, b, c,...r, étant des constantes, on 


demandele maximum de lafonctionu—ax+by+ez +... 
en supposant les variables assujéties à vérifier l’équation 


PRE 2 +... — 10. 
On aura 
du do du dv dv 


ES 7 ==C geo 


Ste dy ? dz 


de Se VU 


et par suite 


a c' __ax+-0ÿ+-cz+-... ju Maria 
AN CR AN EE PE NE Ce ET 


D Ve HD + +... 


re r 


,u=+rV/æ Li Le +. 


On montrerait que de ces valeurs de u, l’une est un 
maximum et l’autre un minimum, en remarquant que 
l’on a 


(ax+by+-cz pe + (br—ay) +(ex— az)... + (cy — br). 
—(a?+4b+e+...)(x2+y2+4z2+...), 


u? (a+ b+c?...)r?, 
ce qui exige que des deux valeurs 
u= Er Ve LR EE... 


l’une soit maximum et l’autre minimum. 
one 7 xemple. On demande le minimum de la fonction 


u—=x'+y +2 +#..., 


en supposant que les variablesx, y, z, soient liées entre 
elles par l’équation 


axz+by+cz+...—k—z oo. 
LRU 10 
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On aura encore 


AUTO U SC k Va +b?+ec2…. X2 
= = EE ————— —— US > —— 
z u V/u a+b2+c+,.. 
et l’on montrerait que cette valeur est un minimum. 

Si les variables x, y, z... se réduisent à trois, et dé- 
signent des coordonnées rectangulaires , la valeur de Vu 
représentera la plus courte distance de l’origine à un 
plan fixe. 

3me Exemple. On cherche le maximum de la fonction 


U = XPY UE", 


les variables x , y, z, étant assujéties à vérifier l'équation 


pla pi ve eV == ax + by +cz+... —AÀ=o. 


On aura 
du P du q du | 
_— — PL VAI — = — Re NE EN € 
FE EE de dy tes D 2 004 
do do do 
ne di El à 0e IC 2 
dx dy dz » 7. Àc) Ex +7 
% a de 4 À Ed & à fete. |\k F 
et par suité due à {8 4 à À dy rée À = Me ae: 
F 4 4 ce à 7 
De” 4 NT EU PATES AUS ETS 
Ar Dr Les ua k UT a pe 
0rg k PRE k 
Tbp+g+r...  Cp+g—+r.. 





d?u (= ? Le. (a : =) ; 
Oum | —— TL — )j rs — FN …. . 
u Pay Tr (a nl 


t4 


et puisque les valeurs précédentes de x, y, z,... ren- 
dent du constamment nul, et d'u constamment négatif, 
elles fourniront un maximum de la fonction u. 
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4" Exemple. On demande les demi-axes d'une ellipse 
ou d’une hyperbole rapportée à son centre et représentée 
par l’équation 

v — Ax? + Bxy + Cy° — K= o. 


- Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un mini- 


mum de la fonctionr=u=V'x?+ y”, ou du rayon vec- 


r ? Le A , 
teur mené de l’origine à la courbe. Cela posé, comme 
on a 


du x du y de. A B dv 

Pie y — T° NT Hs xz+ By, a een AA 
et par suite - 

A a +) NA 


2Aæ—+By 2Cy+Br  x(2Ax+Byr) +y(CyEBr) 2K < 
2K y 2€ 2K °K 
Mur PA — Br mor 2C0—= =B", (E— 2A) (rc )=P; 


les deux racines de eette équation seront les carrés des 
deux demi-axes qui seront tous deux réels si AK > 0, 
B? — 4AC<o, mais dont l’un sera imaginaire, si 


2 _— AAC > o. 


Mrorsrème APPLICATION. Développement des fonctions 
de plusieurs variables. Extension du théorème de 
Taylor à ces mémes fonctions. 


80. Soit 
DER, Ms %iil 


une fonction de plusieurs variables indépendantes. Don- 
nons à X,Y, z, les accroissements 


Ax — adx, Ay — ady, Az — «dz.. 


Posons de plus 


E(z—adx, y +ady, z+adz,..….)=f(a), d'où F(x, y,z,...)=f(0); 


10... 
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nous aurons 

F(xadx, y+ady,2+adz..}F (2, 735 )=f(æ)—f(0) 
= «f'(o) + LE F'(0) + | fr(Ba). 


er OA 


Mais comme nous l'avons vu 


f'{o) = du, f"(o) = d'u... f"(0) = d'u, 
F"(@0) =f"(o)+1= d'u+ I, 


I s'évanouissant avec &« ou avec Ax, Ay, Az, on aura 


donc 


F(x + Az, y +47; LR | 


anTi 





an u +1). 


1.2...(7—1) 


Si nous remarquons que 


d d * à 
du = . + HV T a M 


d?u 
d?u = —— 
u Nr 





Ft 
é 





+... + 2 FT © dxdy 


due 
+22 xdz +- etc. , 


il viendra 








. du du du 
F(x+ax, +47; z+HAz...) = u + FRE Rx AyH Az 
| EU js HORS 1, d?u  , 1 d?u 
Datéteiare REA TE AT + 1.2 de AY TOUS AZ 
sh & I d?u : a" ï 
etc. A ORNE 
? Zxdy T CRT u 1). 








n La À 
Si le terme ou le reste À 
1.2 





ment à mesure que 77 augmente, ce qui arrivera, par 
exemple, si f "(0x), qui est ce que devient d'u quand on 
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y change x, y, z...en x +6adx, y+6ady, z+0adz,.…. 
conserve toujours une valeur finie, la série qui forme le 
second membre de l'équation précédente sera conver- 
gente, et l’on aura 

















F(xæ+ax, Y HAT, 24 42,...) = u + «du + ne du 
u du t d?u 
A A — VE 
a ER a RER 
vod? 24 d?u 
Lore dy? gd os dm AR be ie 1.2 dxdy STAR EE 


Si dans cette dernière équation on fait &« — 1, on aura 


+ 





F(x+ dx, y + dy, z + dz,.. J=u4 tué ue 
Cette équation et celle qu’on en dédie en remplaçant x, 
Mie patizéro, dx, dy, 43, par x, y, z,-,. four- 
.nissent le moyen d'étendre les théorèmes de Taylor et de 
Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. 

S'il arrive que pour certaines valeurs de x, y, z, les 
différentielles du, d?u.... d"-!u, s'évanouissent toutes, 


on aura 





F(x+Ax,y + A7, 2+az)—F(x, 7,2) —=Au— : . n (d'u4-1). 


. Cette dernière formule comprend la théorie des maxi- 
ma et des minima des fonctions de plusieurs variables. 


—rss © “ms — 
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Caractère général de la convergence des séries. — Limite des restes ou 


des erreurs que l’on commet en s’arrètant à un terme quelconque de 
ces séries. 


81. M. Cauchy a été assez heureux, dans ces dernières 
années, pour démontrer un théorème vraiment remarqua- 
ble qui donne immédiatement les règles de la convergence 
des séries fournies par le développement des fonctions 
explicites, et réduit simplement la loi de convergence à 
la loi de continuité des fonctions. Je vais donner une idée 
de ces importantes recherches, après avoir rappelé une 
“propriété remarquable des racines de l’unité, ou des ra- 
cines de l’équation x"— 1, et établi quelques lemmes 
fondamentaux faciles à déduire des premiers principes du 
calcul différentiel. 

_ Comme on l’a vu, toutes les racines de l’unité sont 
renfermées dans la formule 











L L r ee 2kx Ne ., 
&, 2R7 A UN NE ES Tr a. 
(ÉDTEEIcOs + V/— 5 sin nd à 1 : 
na ñn 
27 re 
4 n \E7 69 f 
Posons, pour abréger, 8— e , et nommons 7”2, m1 


deux quantités entières positives ou négatives, mais tel- 
lement choisies, que la différence m'— m ne soit pas di- 
visible par 7; les expressions 
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seront deux racines 2°" de l’unité, distinctes l’une de 
l’autre, puisque la différence 


ee 7e PAT NN as Fees EAN Ed mr : 


e a.) — € 4 











f 


ne peut s'évanouir qu'autant que _— est un nombre 
n 





entier. Îl en résulte, 1° que ces deux expressions seront 
certainement deux racines 7°"* de l'unité, distinctes 
l’une de l’autre, si la différence m7 — m est inférieure à 
nm; 2° que pour obtenir toutes les racines de l'unité du 
degré #, il suffit. de prendre #2 termes consécutifs de la 
progression géométrique ) 


FAUNE A CÉAROL PRE Er 





indéfiniment prolongée dans les deux sens, par exemple, 
16s térmesir, D, 07, 6, QT, 


Corollaire 1°*. La somme S des m"* puissances des 
z racines de l’unité est égale à o, excepté lorsque le nom- 
bre m est un multiple de », et dans ce cas, la somme S 
est égale à 7. 

En effet, la somme de ces m‘"*' puissances sera tou- 
Jours égale à 


nr. I 
Lé LS 


1 = 6 DL O2 + G3m. + Gm(n—x) — 


(LCR | 


Or le numérateur étant nécessairement égal à o, la somme 

S s’évanouira toujours, à moins que le dénominateur ne 

soit nul lui-même, ce qui n'arrivera qu'autant que "1 

sera de la forme m'n ; et comme dans ce cas la véritable 
Or — 1 mn 


valeur de la fraction ps est = 71, On aura D 78 








Il importe peu d’ailleurs que #2 soit positif ou négatif ; et 
en eflet, une puissance négative de 0 peut toujours être 
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js : ns I 
remplacée par une puissance positive, car on a OU 


et en désignant par mn le multiple de » le plus voisin de m, 


AS ca 
On — __— ___— qn'n-m 
om om 
. t — e . . . 
82. Lemme. Soitx =re Ÿ —! une variable imaginaire 


dont r soit le module, et £ l'argument; soit encore f(x) 
une fonction de la variable x qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée f'(x), pour des valeurs du module r 
comprises entre certaines limites r = r,, r = R; enfin 
nommons 7 un nombre entier susceptible de croître in- 


27 DR T 

— DOR 
définiment, et prenons 0 — e” , 0 représentera une 
racine primitivelde l'équation x" — 1; dès-lors, si en 


attribuant à r l’une quelconque des valeurs comprises en- 
tre les limites r,, R, on pose 


AUS Er) sh NAT (En) CES 


7 


em €; 1 


M s’évanouira pour de très grandes valeurs de », et par 
conséquent la moyenne arithmétique entre les diverses 
valeurs du produit 8” f”"(6"r) correspondantes aux valeurs 
0,1, 2,... (7— 1), du nombre m, se réduira sensible- 
ment à O. | 

Démonstration. Si l’on appelle L un accroissement at- 
tribué à une valeur réelle où imaginaire de x, dans le voi- 
sinage de laquelle la fonction f (x) et sa dérivée f(x) 
restent finies et continues, on aura 


SGH A4) — (0) =AL (x) +1], 


I devant s’évanouir avec 2. En faisant tour à tour, dans 
cette équation, 


x+h—=0r,, x—=7r, W=r(0—:), 
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nn” ZE Or, «h=r0(0— 1)... etc. 


se 0 0 0e  « 


on Ave 
Jr) —f()=(0— :)rlf (0) + 
AURA 1)r [0 f'(0r) + EL], : 
(or) —f (07) (61) r 7 [On=x PO) EL 
Les quantités [,, L,... [, devant s’'évanouir avec Fi : 


. L1 I . 
ou, ce qui revient au même, avec—, puisque, en vertu de 
(A 


AT — 
— — 


l'équation 0 — e" , ne sera égal àdllimité 


» Li . "» . I « 
n sera égal à l'infini, ou — à o. 
| , =. 40 





En ajoutant toutes ces équations et désignant par E, la 


I, HI, Be. + I, 


moyenne arithmétique =——— 
72 


= ,moyenne qui 


; p à | I 
devra évidemment s’évanouir elle-même avec 7 On trou- 


vera 
APE = f/(r) +46 f'(êr) + 02 f! (627)... 
à Ho fn nl, 
mals 
(Cr Ar); (0) Sfr) 10, 
donc | 
EAU PA C0 mA A Ce mA À Cm D 


Or I, s’évanouit quand n est infini, donc, etc. 


83. Corollaire 1°*. La moyenne 


ñ 
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est la dérivée de cette autre quantité 
f(r) + f (ôr) +. f (Or)... f (0 — tr) 
3 
n 


donc, si pour de très grandes valeurs de 7 la première 
moyenne ou la dérivée est sensiblement nulle, la seconde, 


_ ou la quantité elle-même, sera sensiblement constante, 


car il n’y a qu’une quantité constante qui puisse avoir une 


dérivée nulle. Si donc on pose 


pr) AO ONF HAT 


7e 


$ 


on aura sensiblement, pour de très grandes valeurs de », 


F(R) ‘rar F(rs). 





F°(r) n'est ‘autre chose que la moyenne arithmétique 
entre les diverses valeurs de la fonction f(x) qui corres- 
pondent à un même module r de la variable x, et à des 


bA 4 Fr , . 1êe M 
valeurs de — représentées par les diverses racines 2°"** de 
y 


l'unité. La limite vers laquelle converge cette moyenne 
arithmétique tandis que le nombre z croît indéfiniment, 
est ce qu'on pourrait appeler {a valeur moyenne de la 
fonction f(x) pour le module donné r de la variable x. 
En admettant cette définition , on déduit immédiatement 
de ce qui précède la proposition suivante : Si la fonction 
f(x) et sa dérivée f(x) restent finies et continues pour 
un module r de x renfermé entre les limites r,, R, la va- 
leur moyenne de f(x) correspondante au module r sup- 
posé compris entre les limites r,, R, sera indépendante 
de ce module. 

Corollaire 2°, Si r, —0o, c’est-à-dire si la fonction 
f(x) et sa dérivée f(x) restent continues pour toutes les 
valeurs de x dont le module est renfermé entre les va- 
leurs o et R, on aura sensiblement pour un semblable 


s LA 
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module et pour de très grandes valeurs de #7, F(r)=#(o); 
et si Æ#(0) — 0, ce qui aura lieu si la fonction f(x) s’é- 
vanouissait avec ZX, F(r) — 0. 

84. Taéorème 1°. Si l’on attribue à la variable x un 
module inférieur au plus petit de ceux.pour lesquels une 


des deux fonctions F(x), F’(x), cesse d’être finie et con- … 
tinue , la fonction F(x) pourra être représentée par la 


: . Z 
valeur moyenne du produit 





F(z), correspondante 
ARTE (z), P 


à un module r de z qui surpasse le module donné de x, 
et sera par conséquent développable en série Convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de la va- 
riable x. : 


Démonstration. Posons 





F(2) — F (2) 

a À Er) re 
: Z— TL 
F (z) désignant une fonction de z qui reste finie et con- 
tinue avec sa dérivée F'(z), pour un module r de z 
compris entre les limites o et R. La quantité F(z) définie 
par l'équation 
| F(z)+ (02) +... f(0—:z 
Fly = 0) + Us) Co 


22 


s'évanouira ainsi que f (z) pour une valeur nulle de z : 
et si, en posant pour abréger 
Z 


Q(a) = = F(s), x (9 = —— F (x), 





on nomme ® (z), X(z), ce que devient F(z)' quand on 
remplace f(z) par o(z) ou par y (2), on aura 


F2) = ®(2) — X(2). 


De plus, pour de très grandes valeurs de # et pour un 


ss 
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module r de z inférieur à R, on aura, en vertu du der- 
nier corollaire, puisque F (0) — 0, 


Ft) = œ(re X(r)= 0, d(r) =X(rIS2S 


d’autre part, si l’on suppose le module de z supérieur au 





module de x, la fraction , sera développable en 


Z mms 
série convergente, et l’on aura 


Z 





A = (sax) 142 xt x? etc., 


et par suite 
)=F(x)(1+ 27 x+# 2372 x? + etc.), 


De (1 07 + 0-3 0-8 ete.) 
PT -2 a (1 + 072 + 074 — etc.) + etc. | 






Les coeflicients de rx, r? x?, etc., sont la somme des 

racines de l’unité élevées chacune à la puissance —+, 

ou à la puissance — 2, — 3, etc., somme que nousavons 

prouvé être égale à o; on aura donc k 
A 0) Ge CA LE 

et à cause de l’équation ®(r) — X (r), 


; 





Or Qux 
de —"F{(67), ERP PE 
Lou 1? Hi k Re | 


M 
F)=0()="] 
nl 
En vertu de cette dernière équation , qui devient rigou- 
reuse quand 2 devient infini, la fonction F (x) pourra 


généralement être représentée par la valeur moyenne du 


aEi(z) correspondante au module r dela 





roduit 
hs Z = T 


variable z; pourvu toutefois, comme on l’a déjà supposé, 
que cette fonction F (2) et sa dérivée F”(z) restent finies 
et continues pour ce module de z; ou pour un module 
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plus petit. D'ailleurs la fraction 





Z . 
, et par suite le 
DIE 





produit z £ ss F(z), seront, pour un module de x infé- 
rieur au module r de z, développables en séries conver- 
gentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x; 
on pourra donc en dire autant du second membre de l’é- 
quation qui donne F (x), et par conséquent de F (x). 
Donc, etc. 

De ce théorème on déduit immédiatement la proposi- 
tion suivante. 


85. Taéorime 2°. Une fonction quelconque réelle ou 
imaginaire d’une variable réelle ouimaginaire x sera déve- 
loppable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x , tant que le module de x 
conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles 
pour lesquelles la fonction ou sa dérivée cesse d’être finie 
et continue. 

Aïnsi, en particulier, puisque les fonctions 


Po zen, ie, à et", |Cos(1 —z}), ele..." 
et leurs dérivées du premier ordreîne cessent jamais 
d’être finies et continues, elles seront toujours dévelop- 
pables en séries convergentes ordonnées suivani les puis- 
sances ascendantes de x; au contraire, comme les fonc- 
tions 


SI 


bA 





D Go) 
1x), - », G+x > ——; 
re 2 1+ biz 
I(i+ x), arc tang x, 





et leurs dérivées du premier ordre cessent d’être fonctions 
continues de x au moment où le module de cette variable 
devient égal à l'unité; elles seront certainement dévelop- 
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
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sances ascendantes de la variable x, si la valeur réelle 
ou imaginaire de x offre un module inférieur à l’unité. 
Ces séries, au contraire, pourront deveniret deviendront 
en effet divergentes, si le module de x surpasse l’unité. 
Enfin, comme les fonctions 


I 
Le rer one COS = etc. , 


deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier 
ordre pour une valeur nulle de x, par conséquent, lors- 
que le module de x est le plus petit possibles elles ne se- 
ront jamais développables en séries convergentes ordon- 
nées suivant les puissances ascendantes de x. 

On sera peut-être étonné de voir placer la fonction 
arc tangæ au nombre des fonctions qui deviennent in- 
finies ou discontinues quand le module de x devient égal 
à 1: il est vrai que si l’on attribue à x une valeur réelle, 
la fonction arc tang x ne cesse pas d’être finie et conti- 
nue; mais il n’en sera plus de même si, + devenant ima- 
ginaire, on suppose, par exemple, 


—aV —1. 


Alors, en effet, la fonction 


Le 


Le 2) ea 
2 V/— 1 f 


deviendra évidemment infinie et discontinue ainsi que sa 


arc tang æ — arc tang (a V1 ) jeun 


PIE L 
dérivée De: quand on fera 


1 où a +V 1. 

Les fonctions ci-dessus prises pour exemple, et leurs 
dérivées du premier ordre, deviennent toujours infinies 
ou discontinues pour les mêmes valeurs du module de la 
variable indépendante : si l’on était assuré qu'il en fût 
toujours ainsi, on pourrait, dans le théorème énoncé, se 
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dispenser de parler de la fonction dérivée, mais on n’a 
point à cet égard une certitude suffisante. 

86. La méthode que nous venons d’exposer est d’autant 
plus remarquable, qu’on peut même en déduire et la sé- 
rie de Maclaurin, et le reste de cette série. 

Nous avons vu, en effet, que la fonction F(x) pourra 
être généralement représentée par la valeur moyenne du 





« Z 
produit sr = (z); or on à 


Z 





r Ha 
PME F(z) =F(z:) + “ F2) F(z) + etc. 
Donc, dans le DA ObpEment de F (x) le terme constant 
devra se réduire à la valeur moyenne de F(z), ou, en 
vertu du lemme fondamental, à F(o), puisque, par de 
pothèse, la fonction F (z) est continue entre les limites 
o et R. De même, le coefficient de x sera égal à la va- 


F(z) 


leur moyenne du rapport —— OU, ce qui revient au 


F(z)—F(0) Le 


même, du 6 te aalal , car la valeur moyenne 


F (o) rTt(1 HOT HOT + u etc.) 
, F(o) 
Z 


de la quantité —— est nulle, en vertu des propriétés des 


racines de l’unité. D’ailleurs la valeur moyenne du rap- 


port 2 F0), est égale à la valeur F/(0) qu'il prend 
gale à la valeur F’(o} qu'il pren 


quand on y fait z —.0. On monirerait de la même ma- 


nière que le coefficient de x°, valeur moyenne du rapport 
F(z). 

ou, ce qui revient au même, n° 81, corollaire 1° 
2° 


du rapport 
F(z2)—F (0)—zF' (0) 


2? 1 
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| hd (o) 


2 ? 





est égale à et l’on trouvera définitivement 


F(2)=F(0)+ © (0) + © F”(0)+ete, 


Quant au reste qui devra compléter cette série, réduite 
à ses 2 premiers termes, on le déterminera facilement 
comme il suit : en effet, puisqu'on aura 





et par suite 


Z x? 


F(z), 





F()=E() +2 F()+ SF (0). Perte De) 


L 


D XL 


? . - 
il est clair que le reste dont il s’agit sera la valeur 


movenne du produit = 
ÿ. P ZzRTI (z CAS æ) 


foncuüon de z, pour un module r de z supérieur au mo- 


F(z), considéré comme 


dule donné de x. Donc si l’on nomme À le plus grand 
des modules de F(z) correspondanis au module r de z, 
et p le module attribué à la variable x, le reste de la série 
de Maclaurin aura pour module un nombre inférieur au 


produit DE R, et par conséquent inférieur au 
reste de la progression géométrique que l’on obtient en 
développant suivant les puissances ascendantes de x, le 
: rR 
rapport 
En résumant ce qu’on vient de dire, on obtient la pro- 
position suivante : 





87. Taéorème 4°. La fonction F (x) sera développable 
par la formule de Maclaurin en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x si le mo- 
dule de la variable réelle ou imaginaire x conserve une 
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valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction cesse 
d’être finie et continue. Soit r cette dernière valeur, ou 
une valeur plus petite, p le module de x, et À le mo- 
dule maximum de F (x), les modules du terme général et 
du reste de la série de Maclaurin, seront respectivement 
inférieurs aux modules du terme général et du reste de la 





progression géométrique qui a pour somme et dont 


dr : 
le reste est 


SOS REARE A 
rire) \r) r—p 
Les principes ci-dessus exposés, et les divers théorèmes 
que nous venons d'établir, peuvent être immédiatement 
étendus et appliqués à des fonctions de plusieurs variables; 
on arriverait ainsi, par exemple, au théorème suivant. 
Taéorème 5°. Soient x, y, z,... plusieurs variables, 
réelles ou imaginaires, la fonction F(x,7, 2...) sera dé- 
veloppable par la formule de Maclaurin, étendue au 
cas de plusieurs variables, en une série convergente or- 





donnée suivant les puissances ascendantes de x, y, z..., 
si les modules de ces variables conservent des valeurs in- 
férieures à celles pour lesquelles la fonction reste finie 
et continue. Soient 7, r”,r'..., ces dernières valeurs ou 
des valeurs plus petites, À le plus grand des modules de 
"F(x, y, z...) correspondants au module r de x, au mo- 
dule 7’ de y, au module r"de z, p, p', p”,... les modules de 
x, y, z...; les modules du terme général et du reste de la 
série en question, seront respectivement inférieurs aux 
modules du terme général et du reste de la série qui a 


pour somme le produit 
| di 7 r 


R Ê 


pr 








6: 


cms Q mme 


Tr: II 
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Développement des fonctions implicites. — Série de Lagrange. 


88. Les principes établis dans la leçon précédente peuvent 
être appliqués au développement des fonctions implicites, 
par exemple de celles qui représentent les racines des 
équations algébriques ou transcendantes. Alors la loi de 
convergence se réduit encore à la loi de continuité. Con- 
cevons pour fixer les idées , qu’il s'agisse de développer la 
plus petite racine de l’équation 


(1) y = af (7) 
dans laquelle f (y) estune fonction explicite et donnée de y 


qui nerenferme point x, et qui ne devient ni nulle, ni in- 
finie pour y —0o. Parmi les racines de cetté équation ilen 
existe évidemment une qui s'évanouit en même temps que 
x, et qui, si l'on fait croître x par degrés insensibles, va- 
riera elle-même insensiblement, ainsi que sa dérivée rela- 
tive à x, en restant toujours fonction continue de x, 
jusqu'à ce que cette variable acquière une valeur pour 
laquelle deux racines de l'équation y = x f(y) devien- 
nent égales (*), pourvu toutefois que dans l'intervalle, la 


— 





(*) On dit qu’une équation F (y) — 0, a m racines égales à b, lorsqu'on 
aF(r=(r —bm"f(r), f(n étant une fonction de y qui ne devient 
ni nulle, ni infinie pour y — b ; comme on a d’ailleurs 

— b)? (y —b}m-: 
ne _b)F" (b (= Dipue 1 ERP m1 {}) 
POSE (GC ) LA )+ 1.2 A rai ie @) 


+ 1.2.3. 


l'équation F(y7) = 0 ne pourra avoir m racines égales à b, ou F(r) ne 
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valeur de f (y) correspondante à la racine dont il s’a- 
git, ne cesse pas d'être continue. Donc, si la fonction 
f (y) reste continue pour des valeurs quelconques de x, 
celle des-racines de l’équation, y = x f(7), qui s’évanouit 
avec x, sera développable en série convergente, sui- 
vant les puissances ascendantes de x, pour tout module 
de cette variable inférieur au plus petit de ceux qui 
introduisent des racines égales dans l’équation (1), en 
rendant ces racines communes à cette équation et à sa dé- 
rivée prise par rapport à y, 1 — x f (y); et par consé- 
quent pour tout module de x inférieur au plus petit de 


ceux qui répondent aux équations simultanées M RAR 


| bus 
f( 


Tr —= f'(y). Aïnsi, par exemple, la plus petite racine 


de l'équation y — x cos y sera développable en série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x 
pour tout module de x inférieur au plus petit de ceux 





qui répondent aux équations simultanées x = = & 
cos y 


ee me 











pourra être de la forme (y — b}" f( y) qu’autant que l’on aura 
d” Mm— 
F(b)—0, F,@)=o, F,(b)=0o...rF, 2 (@)= 0. 


De sorte que la racine multiple & est nécessairement commune à l’équa- 
tion F(7) = o, et àses dérivées jusqu’à celles de l’ordre m— 1 inclusive- 
ment. Sim — 2, c’est-à-dire si la racine b est double, elle devra vérifier 
à la fois les deux équations F(Y) — 0, be (7) =0. 

De plus, si F(>)est une fonction implicitede x, si, par exemple, y est 
lié avec x par l'équation y = x.f(7), on aura 


HTOPR LU RE 


! ; E A(r) 
ere RUN dx dt | y Ve y Tr 


1 ‘ 
F, (9 
et l’on en conclura que si à une certaine valeur de x correspond une racine 
’ , / % f e 
double de l'équation F()—0, la vaieur correspondantede y, sera, en gé- 








. ! D  — o : £ 
néral, infinie et discontinue, puisque F, (à) 0, et par conséquent y ne 
sera plus développable en série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de x, a 
IT 


164 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


cos . k 
 — — Sin y ou COt ÿ — —7Y; or on prouve que ce 





plus petit module qui correspond à la racine imaginaire 
Y= 1,199678... Wérde l'équation coty — = 7, sera 
0,662742, et par conséquent la plus petite racine de l’é- 
quation y = x cosy sera développable en série conver- 
gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x 
pour tout module de x inférieur au nombre 0,66254: ; 
on se trouve ainsi ramené immédiatement à un résultat 
auquel Laplace est parvenu, par des calculs assez longs, 
dans son Mémoire sur la convergence de la série que Fo 
nit le développement du rayon vecteur d’une planète, 
suivant les puissances ascendantes de l’excentricité. 

89. Pour développer cette plus petite racine y, ou la ra- 
cine qui s'évanouit avec x, et que nous supposerons être 
une racine simple, appelons-la y, , et posons 


JE sf 0) = 0 ir) (n) 
o(.y) sera une fonction de y qui, ainsi que f(y), ne de- 
viendra ni nulle, ni infinie pour y = 0. En différentiant 
cette équation par rapport à y, on trouve 


af r)= 0 r)e re 
et en divisant membre à membre, 
PTT ler, 56 
Jef (x) | SET MON 
(2) pr) 12/40) Line 
PONT" re AN) Lier 
D'ailleurs, pour des valeurs suflisamment petites de y, la 


fonction mr, qui ne devient pas infinie pour y = 0. 





sera généralement développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes entières et 
positives de y. On aura, par exemple, 
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gr) 
—= B, +B;7 + B,y° —+ etc. 
? (7) 
Aïnsi, en particulier, si g( y) est une fonction entière de 
Y; et si l’on nomme P', b”, D"... les racines, supposées 
inégales, de l’équation o(y)—0 , on aura identiquement 
p(r)=B(r—b6")(r — 87)... 
B désignant un coefficient indépendant de y, et par suite 


PE EE EL —_— —_—— sas AR f mes) FE .. 
.,) 210 o0aapr aus Cu) LS SRE 








Pour tout module de y inférieur aux racines b", b”, etc., 
chacun des termes du second membre sera développable 


en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de y, 
et l’on aura 


do) res 
E(r) TR TARN | Grp )r etc. 


Il faudra donc que le second membre de l'équation (2) soit 
lui-même développable, pour des modules de y qui ne dé- 
passent pas certaines limites, en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes entières et 
positives de y. Or il semble au premier abord que pour de 
très petits modules de x, ou, ce qui revient au même, 
pour de très petits modules de y,, ce développement ne 
puisse s’effectuer, car si le module de y, devient infé- 


rieur à celui de y, et le module de x inférieur à celui de 


Fo , les deux fonctions 


‘ a de ANA { re 1 
Ds Yo) “a (ee 0 3 
1 | ES rec — 1 L Le 
ur /U)) Tu or ? 
F(T) 


pourront être développées suivant les puissances ascen- 
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dantes de y, et de x et renfermeront des puissances néga- 
tives de y, on aura en effet, dans cette hypothèse, 


I 





1 à * 
TE AS Re 
JTE ÿ 4 Je J 


De plus, en désignant par les notations D,, D}, D;,... les 
dérivées successives prises par rapport à y, on aura 

1 cf" (y) Br z/f(r)] 

7 =z tr) À TS) LP PTE 
et parce que 


rar) ll — x 





ET 
D + [A — etc., 
on aura 
ant AM A f(r 
Y a ft) 7 D, + à 


Mis D, HT — etc 


Enfin , si l’on représente généralement par les notations 
Y6,5 D,Y (0) D;Y (0) Ce que deviennent une fonction quel- 
conque Ÿ de y et ses dérivées quand, après la différentia- 
tion, on y faity — 0, etsi l’on pose f(y)=Y, on trou- 
vera encore, en vertu de la formule de Maclaurin, 


VE Y(0) +7 D, Y (0) + — > DrY) + etc 


Te YG) + D ÿX (0) +7 D; Yo) —+ etc. .. 


et par suite 





RU 
D, f(x) D, — — + = DÉY() + ete... 
if J » 
D [ Pr à M Ann Yà _1DYe 
TE É 1 % ) 
RAS: (+ etc, 


Ro 
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Si l’on a égard à ces diverses valeurs, on verra que le 
second membre de l’équation 


P'(NT_alt CE} 4 71 

GC er PAT) 0 
renferme, en apparence du moins, un nombre infim 
de puissances négatives de y, tandis que le développe- 
ment du premier membre est une série ordonnée suivant 
les puissances entières et positives de y. L'égalité entre 
ces deux membres doit cependant subsister, et en les 





comparant on doit obtenir un certain nombre d'équations 
plus ou moins importantes. Pour établir cette comparaison 
avec plus de succès, faisons les deux remarques suivantes: 
1° Puisque les modules de y, et de x s’évanouissent en- 
semble, on pourra, en supposant le module de Fa très pe- 

St (x) 
ÿ af (r) 
soient développés suivant les puissances ascendantes de 
Yo dès lors le second membre de l'équation 


POS re ACT 1 
DUT) Amir f(T) TT 


développé suivant les puissances ascendantes de y et de 


tit, Concevoir que x, x°...,x”", et par suite — 





Yo» offrira, il est vrai, des puissances positives et néga- 
tives de y, mais seulement des puissances positives de y, 
et l’on voit immédiatement que dans ce second mem- 
bre le coefficient d’une puissance positive quelconque de 
Yo» par exemple de y , sera la somme S,, d'une série qui 
renfermera un nombre infini de puissances positives de y, 
avec les seules puissances négatives hr 4 FE qui 
s à H. J. 
proviennent etdu développement de( y—7,)"", etdes coef- 
ficients dex, x°, x°...x". 2° En vertu des principes établis 
/ À 
9" (7) sera dévelop- 


p(r) 





dans la lecon précédente, la fonction 
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pable en une série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de y et de y,, tant que les modules de 
y et de y, ne dépasseront pas les limites au-delà desquel- 
les cette fonction cesse d’être continue, et le coefhcient 
de y” dans ce développement, déduit de la formule de 
Maclaurin, sera la somme $,, d’une série qui renfermera 
seulement des puissances entières et positives de y. Cela 
posé, deux développements ordonnés suivant les puissan- 
ces entières et positives d’une mème variable y,, ne pou- 
vant être égaux qu'autant qu'il y a égalité entre les coef- 
ficients des mêmes puissances , les deux coeflicients de y"! 
que nous avons désignés par S,,, S,, et qui représentent 
les sommes de deux séries ordonnées suivantles puissances 
ascendantes de y, seront égaux. D’où il résulte que dans la 
première de ces deux séries chacun des m+1 premiers ter- 
mes proportionnels à des puissances négatives de y devra 


s'évanouir. Donc, en particulier, le terme proportionnel 


NET ; UE | 
à —, s’'évanouira dans la série dont la somme $,, sert de 
5 


coeflicient à y?, quel que soit d'ailleurs le nombre 7, 
d’où il résulte que la somme des termes proportionnels à 


I Lé À 4 
ne s’'évanouira elle-même dans le second membre de l’é- 
ÿ | | 


quation 
EU 2 nm 0 NO 
Pt) r—2xf(r) = 7e 
développé suivant les puissances ascendantes de y et de y... 


Or, en vertu des équations qui donnent les diverses par- 
ties de ce développement, cette somme est 











x? x 
2 £ 
BY (0) - TE , 3D Yo +. +: dE 
on aura donc 
x? 3 
Yo = ZY() + re D,Y6 + os Ê D; Yi) + etc, 
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Cette dernière formule, qui subsiste tant que y, et sa dé- 
rivée relative à x restent fonctions continues de x, est 
précisément la formule donnée par Lagrange pour le dé- 
veloppement de y, suivant les puissances ascendantes de 
x; formule qui est d’une extrème utilité dans la solution 
d’un grand nombre de problèmes importants. Si l’on 


. , : I . 
égalait à zéro, non plus le coeflicient de —, mais ceux de 
Y 


PL de etc., on obtiendrait immédiatement les for- 
mules données par Lagrange pour le développement de 
Yi, Jè--., suivant les puissances ascendanies de x. Enfin, 
si l’on égalait lescoeflicients des puissances positives y, y? 
à ceux qui affectent les mêmes puissances dans le second 
membre de l'équation 


g'(r) =—(; 1j ps fr 
o(r) LES pr Tr + etc... ga ya tete. jy ete. 


qui donne le développement de pur quand l'équation 


(y) —0oest une équation entière dont les racines sont 
b', b", etc., on obtiendrait les valeurs des sommes 


1 1 1 L 
PU 07 PTRRE TE MO 


développées encore suivant les puissances ascendantes en- 
tières et positives de x. 

Soit maintenant F (7) une fonction qui ne devienne pas 
infinie pour y — 0, après avoir multiplié par le rapport 
F(y)— F(o ; : 
ie les deux membres de l’équation 

DR x f" Cr) er 
— ) 
220 0 En ON rt 
on pourra, tant que la fonction F(7) ne deviendra pas 
discontinue , développer le second membre suivant les 
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puissances ascendantes de y; et comme dans ce dévelop- 


1 
pement le coeflicient de — devra disparaître, on en con- 
P4 


clura facilement 


x T° 
APP) = (0) tr LYGO)F(Y)0)+ D, [YF (r)]c 





+ D; [Y (re) de 
On retrouve encore ici la formule donnée ‘par Lagrange 
pour le développement de F(Y,). 

90. Quand, en suivant la marche que nous avons indi- 
quée, marche tracée récemment par M. Cauchy, et seule 
réellement rigoureuse, on a démontré, 1° la possibilité 
et l'existence du développement d’une fonction implicite ; 
2° les valeurs entre lesquelles les variables doivent se ren- 
fermer pour que le développement subsiste, on peut, par 
des méthodes plus ou moinsélégantes, déteE valeur 
des coeflicients. Supposons, par exemple, qu’étant donnée 
une fonction implicite y de x déterminée par l'équation 

Y = axf(r)+z=axY +2, 

on demande de développer y ou une fonction quelconque 
F(7y)de y suivant les puissances ascendantes de x et de z, 
ou de l’une de ces variables, de x par exemple. Si l’on re- 
présente par a une valeur particulière de x, par F},,,, 
D:F,,,, DiF,,,, etc., ce que deviennent lafonction F(#), 
et ses dérivées successives prises par rapport à æ quand, 
après la diflérentiation, on y donne à y la valeur corres- 
pondante à x—a, on aura nécessairement, en vertu de la 
formule de Maclaurin, 


2 X =— 0 }? 
E (Y)=F «+ (t—a)D,F (a+ Enr tes 


et cette série sera toujours convergente quand la diffé- 
rence X — «a sera une quantité très petite. Si X avait une 


v 
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très petite valeur, on pourrait faire a = o et l’on aurait 
\ T° 
F(r)=F(ço)+ xD (0) + pe D:F(oy +.etc. 
Fo D,F 4,, etc., désignent ce que deviennent la fonction 
F( y) et ses dérivées, quand, après la différentiation, on y 
donne à y la valeur correspondante à x — 0: or puisque, 
par hypothèse, l’équation proposée n’est pas résolue, il se- 
rait impossible de calculer directementles coeflicientsF,,, 
D,F 4, D°F,,, etc. Pour les déterminer, reprenons l’é- 
quation y = xYŸ + z, et différentions-la tour à tour par 
rapport à x et par rapport à z, on trouvera de cette ma- 
nière 
DR=NHTD,Y. Dr, Dr —=1+zxD,Y.D,r; 
en éliminant x entre ces deux équations, on trouve 
Déni Y D :v 
et par conséquent 
D,Elr).D,.r =XD,FÉr).D.r, 
ou | 
D:F(r)= YD:F(r). 
Si dans cette dernière équation on pose F(y) = Y”, n. 
étant un nombre entier, il viendra 
DYiYD.Y7: 

on a d’ailleurs 
D,[Y'D.F(y)]= D.F(y).D,Y" + Y'D!, F(y) 

— YD,F(y).D, Y'+ Y'D2,F(7r) 

=D.F(yr) D, Y'ÆY DLF(r) 

= D,[YD,F (y)]= D,[P#D,F (7) ]: 


on aura donc généralement 
DIE (rl D, [Y KRED EF (r)]. 
d'où, en faisant tour à tour 7 — 1,72 —2,n— 3, on 


conclura 
D. Y D,F (7) 1h 


DAFT D;: POrITE= 
RSS DRE (7e Re 


De[Y2D;F(7r) 
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Il sera facile maintenant de déterminer les coeficients 

D,F,,, DiF4,:... ilsuflira pour cela de différentier plu- 

sieurs fois de suite, par rapport à y, l'équation 
D:F(r)= YD.F(y); 


on trouvera en effet de cette manière 


DFE (r)=2D.[YD/E(x)l= D. (Y2 DEF 
DÉF(y)=D:{ D,[Y D,F(r)]}=D.{D.[Y D.F(r)]} 
= Di D EE 
En différentiant de nouveau, et répétant plusieurs fois 
les mêmes transformations, on trouverait 


DéF(y)=D?[YiD.F(y)}.. D'F(y)=D'—{[Y"D.F(y)]. 


En faisant maintenant dans ces diverses équations x = 0, 
et remarquant, 1° que pour x —oonay=—2z;2°quau 
lieu de prendre la dérivée, par rapport à z, d’unefonction 
de x et de z, pour y donner ensuite à y une valeur par- 
 ticulière, on peut donner d’abord à x cette valeur et dif- 
férentier ensuite ; on aura 


Yo) =S(T)co) =S (2) F0) = F(2), D:F (03 = S(2)D;F (2); 
DEF (03 = D,{ [J(:)lD:F(2)}; 
DiF()—D;{[L/(2)JD-F(2) }... D'Fe)—=D"—" {[f(z)]"D:F(2) L 


FN) = FH f (D. (:) + D, { (PDF (2) 


TJ. 
3 
+: —5D; {CF (G)PD,F(2) } ete; 





cette série que Lagrange a donnée dans les Mémoires de 
Berlin de 1770, comprend comme cas particulier, celles 
du n° 89 que l’on en déduirait en faisant z—0 et F(y)=—Yy. 
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Sur les dérivées d’une ou de plusieurs variables considérées comme dé- 
pendantes, prises successivement par rapport à diverses variables con- 
sidérées comme indépendantes. — Sur l’emploi de la différentiation 
pour l'élimination des constantes et des fonctions arbitraires. 


M. On a souvent besoin de comparer entre elles les 
dérivées d’une ou de plusieurs variables dépendantes, 
prises successivement par rapport à diverses variables 
considérées comme indépendantes; or cette comparaison 
devient très facile à l’aide des théorèmes suivants. 

Tuéorème 1°. Les dérivées successives d’une même 
variable dépendante u, prises par rapport à une certaine 
variable’s, conserveront les mêmes valeurs si à cette va- 
riable on en substitue une autre t, liée avec elle par l’é- 
quation t—s+a, ou qui n’en diffère que par une quan- 
tité constante. | 


Démonstration. De l'équation {= s + a, on tire 


ds 


dt = ds, Ie HS 


et par suite 


du tr du ds du du té d?u ds &. du 


RP Ms te AT OC 
dt ds dt ds der ds? dt dr ce 


Corollaire. Si les dérivées successives de deux varia- 
bles w et #, prises par rapport à une certaine variables, 


€ é 
din ttects 


t4 


} d € # 


de 
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sont égales entre elles, elles le seront encore quand on 
prendra ces dérivées par rapport à deux variables 4 et r, 
qui sont liées avec s par les équations 4=s+a, r=—5+b, 
ou qui ne diflèrent de s que de quantités constantes a et b. 

92. TréorëMé 2°. Concevons que deux variables x et y 
soient liées tour à tour avec une troisième variable 5, 
considérée comme variable indépendante, parles équa- 
tions | 


æ Se pile (sn it Rp TN IRMRENrS 


pl 4 


| Ge fe les-fonctions-F,.f,.F:.-f1,-soient.telles-quez-dans 


ar A4 Pr 4 le passage des unes auxautres, les variables -et-leurs dé- 








rivées 
nl RS d'x 
#, F0 Lo 6 AR OR 
. , dy d?y d'y 








: S'ori AA k. VAE 
hot PT ie is à à af : # e. 270 7e 1e 
sante El Er ds" ? 


Ê “É 4 EE na: / 
‘ F € . f 
Cas Ÿ + J 


jusqu’à celles de lordré-#-inelusivement, conservent la 


/ même valeur-pour-certaines-vatenrs-de-xet-desy, de 


] dé d z dut y dntry J 
rte que les dérivées de l’ordre +1 Let ro 
+ L L dent A Fr Léa te ste dsets 2 ds®+s d 

au moins l’une d'ellés ‘<han ent dé valeurs auaridé où 
q 


passe desfonctions F, faux fonctions F,, fi ; si l’on con- 
sidère une nouvelle variable r liée avec x et y par l'équa- 
tion r—F(x,7), les n premières dérivées de cetté va- 
riable, prises par rapport à s, ou les quantités 


.... 


ne changeront pas de valèur dans le passage des fonctions 


F, f, aux fonctions F,, fi. 


Démonstration: Puisque +, y, sont des fonctions de 
s, oaura, en différentiant plusieurs-fois: de suite l'é- 





QT 
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f À 


quation r = f(x, 2h y Jon free 


dr __dFadx dF dy 
ds” dxds ‘ dy ds’ 
dr __.dFd?x  dFd?y 
di dx ds dy ds? ” 
d?F dx? d*F dx dy  d?F dy? 
+ + = 
dx? ds dxdy ds ds dy vds? 








dr dFd"x  dF d'y 
ds dx ds ‘ dy ds 


Or, 1° les quantités 


de, 7) dF(t,7) dF(,7) d'F(œ,7) 


PU Zn are Gard? N°? 


dépendent uniquement de la forme de la fonction F, 
mais nullement de F ANA 15 J15 2° les dérivées 


CG  d?r av dx d'y 


ds? ds’ ds? ds? ds? ds? 


conservent, par hypothèse, la même valeur quand on 
passe des premières fonctions aux secondes. Il en sera 
donc encore de même des dérivées 


dr dr dr 
dd) ds” 
d'tir 


Ajoutons que la dérivée Pr À donnée par l’équation 
d'tir dFd"tix dFd""y 


FUTSESS ER "pan ol: t 
der de dpt dy dt rt ete, 


dutx x det: y 
dsrti? dent: ? 
quand on passera des premières fonctions aux secondes; 


changera ordinairement de valeur avec 


néanmoins le contraire pourrait avoir lieu dans certains 
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cas, par exemple, si les valeurs particulières de x et de y, 
dont il est question dans le théorème, réduisaient à o les 

NTI nTI 
“Re 7) , re 7) des dérivées . Su 
ou du moins le coefficient de celle dont la valeur change- 
rait. La même remarque s'applique aux dérivées 


coefficients 


drt2r dr+3r 


nes Onatsr 9e 


93. Taéorime 3°. Concevons maintenant que l’on veuille 
prendre, au lieu de s,r = F(x, y) pour variable indé- 
pendante, les 7 premières dérivées 


ds "sa diés d's 

dr’ dr?’ drÿ "dr? 
di 18 dr dir dy" 2 dy d'y 
dr’ dr" dr’ dr? dr ‘""Ugrai 





ne changeront pas de valeur quand on passera des fonc- 
tions F', f aux fonctions F;, fi. 

Démonstration. Si l’on considère s comme fonction de 
r, les variables x, y, et par suite F(x, y), deviendront 
des fonctions de fonctions der, et en différentiant plu- 
sieurs fois, par rapport à r, l'équation r = F(x, y), on 
aura 


ee en 


ds dr? Fr Q pe 
dFd?s  d°F ds Vrrngsenk fr 
ds dr? ds? dr?? 


dF d's drF ds" 
Fe dre CMS dre 
Or, comme nous l’avons prouvé, les 7 premières déri- 
vées 


APLY SN Ar OUT (æ PI IOUEPT LL AL À Pak à id: x à 
ds à 7 ds’ ds? NP TER" "T ds ds" 
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conservent la même valeur quand on passe des fonctions 
F, faux fonctions F,, f,; il en sera donc aussi de même 
des r dérivées 

ds d?s d's 


IN | ... 
dr dr? ? dr?” 


liées aux premières par des équations du premier degré. 
Li 
Si de plus on a égard aux équations 


dx __dxds dy dy ds 

dr ds dr” dr ds dr’ 
d?x __ dx d?s d?x ds? y ” dy ds d?y ds? 
dr? ds dr ds? dr? dr? ds dr?‘ ds? dr?? 
d'x __ dx d?s A Êe Es 
PE TT de, Lu 





on en conclura que puisque les 7 premières dérivées 


dx dy PA x CHPOPE 2 0 à ds d?s d's 


#1 Fr ds? © ‘ds ? Ar? A AS RS drn? 





conservent la même valeur quand on passe des fonctions 

F, f aux fonctions F,, f,, ilen sera de même des n dé- 
D dr dy Fr A A Lu 
HINCES ee no 

Corollaire 1°. Sans troubler l'égalité qui existe de part 

À 5 

et d'autre entre les z dérivées se Ê #... . 24 

on remplace les fonctions F, f par les fonctions F,, f;, 

on peut donc substituer à la variable s la variable r liée 


quand 


par une équation finie quelconque avec les variables x, y; 
seulement, après cette substitution, on ne pourra plus affir- 
mer que pour les valeurs particulières dont il est question 
dans le premier théorème, l’une au moins des deux déri- 
vées Ms pes change de valeur quand on passe des 
premières fonctions aux secondes. 

NT: x 
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94. Rien n’empèche, dans les théorèmes quiprécèdent, 
, - dx dx dx 
de supposer r — x, alors des dérivées —, —— —— la 
PP 6 dr”? dr? dr" 
première se réduit à l’unité, les suivantes à o, tandis que 
dy d?y dry 
dr? dr?” dr"? 


y,y'..7 "de y, prises par rapport à x; on peut dès lors 


gui 


les expressions deviennent les dérivées 


énoncer le théorème suivant. 


Tuéonème 4°. Si pour certaines valeurs particulières 
de xetde y, les 7 premières dérivées 


dx dy d'x d'y 
ds? AS. ds de 


de deux variables x, y, liées tour à tour avec une troi= 
sième variable s par les équations 


T=T (s), mn is), Li F,(s), 4 = /; (s); 


ou, ce qui revient au même, liées tour à tour entre elles 
) 4 À #1 [4 4 
par les deux équations ! 9: 


e(x; Phe10; Ei(æ, ÉoÉ-r 


conservent la même valeur quand on passe des fonctions 
* F, f aux fonctions F,, f;, ou de la fonction 9 à la fonc- 
tion 9, , il en sera encore de même des 2 premières déri- 
vées y',y',--. y” de y prises par rapport à x, et par 
conséquent des différentielles dy, d°y,... d'y. Ajoutons 
que dans le passage de F, f,àE,, f,, la dérivée ou la di- 
férentielle de l’ordre n + x et les suivantes, prendront 
ordinairement des valeurs nouvelles; néanmoins, le con- 
traire pourrait avoir lieu dans certains cas particuliers. 

95. Si, en considérant toujours r comme variable in- 
dépendante, on désigne par t, u, etc., de nouvelles fonc- 
tions des coordonnées x, y, on aura 


+ , Ê Ê de 1e Pré  PALAMAMA 
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dt dt dx dt dy 

PH de Ne de 
MODde dr | Aide) d?t dr? hfagin #8 
dr ddr dy dr ddr dr #9 fée 
d'V. Ar y AP ANE 
dxdy dr dr dy? dr? ° 


dt __ dt d’zx dt d'y 
de Dar dr dy dr” 








CN SR dr y 
au gear PO Pains 2 C00SETE 


vent la même valeur quand on passe des fonctions F, f 


et comme les expressions 


aux fonctions F,, f,, ilest clair qu'on en pourra dire au- 

tant, non-seulement des fonctions dérivées é ; SAN ii N 
drédr: vart 
mais encore des différentielles dt, d°t,... dt. On arrive- 
rait à des conclusions semblables en substituant la fonc- 
tion w à la fonction £. On pourra même, d’après ce que 
nous avons dit, échanger entre elles, de toutes les maniè- 
res possibles , les fonctions {, uw, r, et énoncer générale- 
ment le théorème suivant. 

Tuaéorëme 5%. Si pour certaines valeurs de x et de y, 

les z premières dérivées 


dre PHPX at Raid air 


EE A 


ds? , «ds? ds? ds’ ds? *""" dsr? 
des variables x , y, ne changent pas de valeur, quand, aux 
équations 
D Psy —=/ (5) où F(x,s)—o, f(x, s) — 0, 


on substitue les suivantes 


Mare /:s). ou E:(x,s) —o, f(x, 5) — 0, 
on pourra en dire autant des z premières dérivées ou des 


12: 
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n premières différentielles d’une fonction quelconque t 
des variables x, y, prises par rapport à une autre fonc- 
tion arbitraire w de ces mêmes variables. 
drtix drtiy 
Ê #p + LA ? 
Si les dérivées de l’ordre 2+ 1, Tr > gris OU au 
moins l’une d’entre elles, changeaient de valeur dans le 


passage des fonctions F, f, aux fonctions F,, f,, il en 
? f A PAS 4 duriz 
sera en général dé même de la dérivée -———, ou de la 
$ durtz 
différentielle d,"T'+; le contraire pourrait cependantavoir 
lieu dans certains càs particuliers. 

96. On arriverait à des conclusions analogues si, au lieu 
de deux variables x, y, on en considérait trois x, y, z, 
et l’on démontrerait facilement le théorème suivant : 

Taéorëme 6"°. Si pour de certaines valeurs de x, y, z, 
les 2 premières dérivées 

dx d?x d'x dy d?y d'y 
ds 0 ds 250) ASE de ASE PORTES 
ds). 43z d'z 
ds” ds?’‘°" ds"? 
des variables x, y, z, ne changent pas de valeur, quand, 
aux équations 
TXT — F(s); J = f (5); 3 f(s), 
oÙU & ) 


F(x, s) = 0, TAPIE 0 fs} =ro, 
on substitue les suivantes 


T — F,(s), u A HU ES) Zz — fe(s 
ou à cf) , 
RER ses 05 T5 IEEE, f;(z, CD AE 
on pourra en dire autant des 2 premières dérivées, ou 
des x premières différentielles d’une fonction quelcon- 


que { des trois variables x, y, z, prises par rapport à 
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une autre fonction arbitraire uw de ces mêmes variables. 
d'tix dnTiy drt:z 

dsrt: ? dsrti? dsrti? 
ou au moins l’une d’entre élles, changeaient de valeur 
dans le passage des fonctions F, f, f, aux fonctions F,, 


fi, f,, il en sera en général de mème de la dérivée 
dite AU TE ; 
———, où de la différentielle d,"t'#, quoique le contraire 
dut: 


Si les dérivées de l’ordre 2 + 1, 


puisse arriver dans certains cas particuliers. 

Rien n’empèche, dans le théorème qui précède, de faire 
u— Zz, puis, tour à tour, {= xX,t—7; on arriverait de 
cette manière à un nouveau théorème: 


THéorÈme 77°. Si pour certaines valeurs particulières 
de x, y, z, les z premières dérivées 
dx (fu NE 7 à 2 d'y  dz d'z 
A ER CAR gen 0e? den? 


des variables x, y, z, liées tour à tour avec s par les 
équations 


Mo NA (r, se 0 TPS) 0, 
RO 0, Ji etoiles) EN, 


ou, ce qui revient au même, liées tour à tour entre elles 
par les équations . 


P(r 7,2) 0, x(r, 7, 2)=0; Pix, 7,2) —0, xx, y, 2)— 0, 


ne changent pas de valeurs, quand, aux fonctions F, f, f, 
on substitue les fonctions F;, fi, f,, ou, ce qui revient au 
même, quand, aux fonctions o et y, on substitue les fonc- 
tions , et Y,; on pourra en dire autant des » premières 
dérivées 


dx d?x d'x dy d?y d'y 


dz' d? °° dz? da dar") dant 


prises par rapport à z, considérée comme seule va- 
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Rip 


! ARS : à FACE EE 
riable indépendante. Si les dérivées , etc., où du 


ds 
moins l’une d’entre elles, changeaient de valeurs, il 
dix dt:y 


en sera en général de même des dérivées anti) Got? 


quoique le contraire puisse arriver dans certains cas. 


97. On se sertsouvent deladiflérentiation pour éliminer 
d’une équation un certain nombre de constantes; et cette 
élimination conduit quelquefois à des résultats fort im- 
portants ; nous entrerons à ce sujet dans quelques détails. 
Remarquons d’abord que lon trouverait les mêmes équa- 
tions différentielles si, au lieu de l'équation F(x, y)=0, 
on avait F (x, y)—c, c étant une constante, parce que 
la constante disparaît à la première différentiation pour 
ne plus reparaître jamais. De ces équations différentielles 
identiques on tirerait les mêmes valeurs des dérivées 
dy d? d'y 
dx”? dx? 
sous la forme F(x, y) = c, il arrive souvent qu'une où 


, etc. Quoiqu’ une équation ne se présente pas 


unA 


‘plusieurs différentiations font disparaître des constantes, 


Soit, par exemple, l'équation 
(y — bd) +(x— a) = 7; 


en la diflérentiant deux fois de suite on aura 





et les deux constantes r et a auront disparu. Une troi- 
sième différentiation donnerait 
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De ces équations réunies, on tirera, pes + #47 





dy «x—a dy _(x—a)+(b—y)} _  r° 
DÉRNDE= T"  EENN T (6EÆr) 
dy d'y 
diy __ dx dx? __ 3r(x—a) 
a by — G—? 


et en éliminant y — b entre les deux dernières {+ * 


ré pe Nid y dy \4 2 
(Eh) -3? Tr) =0. 





Or cette dernière équation ne contient aucune des cons- 
tantes a, b, r. 

On pourrait aussi, au moyen de ces diverses équa- 
tions, exprimer les trois constantes a, b, r, en fonction 


MONNEE de 
de x, de y et des deux dérivées _. Eye Ta — y’; on 
trouvera en eflet 
LE se Toi 
b = y + Aie estate — , r= +! y” IP, 


On conclura de ce qui précède, que de l’équation 
(y —b)+(x— a) =7r, 

qui contient trois constantes arbitraires, on pourra dé- ‘ 
duire, 1° une équation différentielle du troisième ordre ::, 
qui n’en contient aucune; 2° trois équations du second 
ordre qui en contiennent chacune une ; 3° trois équations 
du premier ordre, dans chacune desquelles il y aurait 
deux constantes arbitraires. 

98. En général, si l’on a une équation entre x, y et 
n constantes arbitraires, et qu'on la différentie unnombre 
m de fois, on aura”m+1 équations entre lesquelles on Li 
pourra éliminer m» constantes, ce qui donnera une équa- 
tion diflérentielle de l’ordre #7, où il ne restera qu’un 
nombre 7—m de constantes; et comme on peut choisir 
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à volonté les m constantes qu’on élimine, il est évident 
qu'on pourra former autant d'équations de l’ordre m, 
renfermant 2 —m constantes, que l'on peut faire de 
combinaisons m à m avec n quantités, c’est-à-dire 


= n(n—1)(27—92)... (7 — m+ 1) 


12 Ou M 


Lorsqu'on différentie 2 fois, on a +1 équations entre 


lesquelles on peut éliminer les 7 constantes de l'équation 
d’où l’on est parti : on a ainsi une équation de l’ordre 7 
où il n’en reste aucune, et qui est commune à toutes les 
équations que l’on peut déduire de la proposée, en attri- 
buant successivement aux constantes qu’elle contient 
toutes les valeurs possibles. Il est important de remar- 
quer que si, après avoir calculé, comme nous l'avons dit 
tout-à-l'heure, une équation différentielle de l’ordre m 
qui ne contienne qu'un nombre 2 —m de constantes, on 
différentiait de nouveau cette équation 2—m fois, ce qui 
donnerait, en la réunissant aux équations résultant de 
cette opération, un nombre 7 — m.+ 1 d'équations, et 


qu’on éliminât entre elles les 7 —m constantes restantes, 


on retomberait toujours sur la même équation difléren- 
tielle de l’ordre z qui n’en contient aucune. 

99. Il est inutile de nous arrêter à la possibilité de 
’élimination d’un certain nombre de constantes par la 
différentiation successive d’une ou de plusieurs équations 
à plusieurs variables indépendantes. Passons à l’élimina- 
tion des fonetions arbitraires. Considérons d’abord l’é- 
quation u—9(#), dans laquelle w et » sont des fonctions 
de x, y, z, et o(#) une fonction tout-à-fait arbitraire 
de #. En donnant tour à tour à cette fonction différentes 
formes, on obtiendra diverses équations, qui offriront 
toutes un caractère commun, en ce sens qu'on peut, en 
éliminant la fonction », arriver à une équation qui soit 


se 
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commune à toutes celles que peut représenter l'équation 
u—(v). En effet, différentions cette équation en re- 
gardant tour à tour x ét z ou JA et z comme seules va- 
riables, et posons, pour abréger, 

dz dz 

DTA 0 2 dy 1? pores nu À 7 
il viendra lab L' yo" 


dy dy 
En divisant ces deux équations l’une par l’autre, et posant 
p— du dv  dudv __dudo  dudv __dudy  dudv 
— dydz  dzdy’ “ dzdx dxdz' 7 dxdy dydr’ 


on trouvera l'équation aux différentielles partielles du 
premier ordre PR 
PPHQR, ET tn. 

100. Supposons maintenant que l’on ait deux équations 
de la forme 


AL Ya, c,(chx(c),…..]—0, F{x, Jo 7 c,@(c), Miche l=o 
dans laquelle c est une fonction implicite de x, y, z, et 
p(c), x(c), etc., des fonctions arbitraires de cette quan- 
tité; voyons dans quels cas, par des différentiations suc- 
cessives, on pourra éliminer la quantité c et les fonctions: . 
arbitraires. Pour y parvenir, il faudra considérer z et c ; 
comme des fonctions des variables indépendantes x, y, °* 
puis éliminer les quantités { 
de, ude.,5 dc dci d?c 
2er D’ dr? AA 
pic npc), p'(ch:.., x(ch (cit (ch... 
entre les équations données et celles qu’on en déduit par 
des différentiations successives relatives, soit à la variable 
x, soit à la variable y. Supposons ; pour fixer les idées, 
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que l’on désigne par #7 le nombre des fonctions arbi- 


“traires @(c), y (c), Y(c)..., et par 7 ‘an nombre entier 


quelconque; si, parmi les différentielles-de c et les déri- 
vées des fonctions arbitraires o (c}; y (c),... on néglige 
celles dont l’ordre ést supérieur à 7, le nombre des termes 


de la série 


à de dc dre d"c d'c 
? dx’ dy‘ dx"? dxdy"-"" dy" 
y C@Hi)(a +2 
sera égal à GERS RES, tandis que le nombre des 


quantités 


 (c), e(ch. se PU (ec), . sc}, »'(Ch RSS 
sera égal à (2 + 1)m. D'autre part, si l’on joint aux 
équations données leurs dérivées d’un ordre inférieur ou 
égal à z, on obtiendra en tout (2+1)(7+2) équations, 
et l’on pourra entre ces dernières éliminer la quantité c, 
ainsi que les fonctions arbitraires et leurs dérivées jusqu’à 
celles de l’ordre 7, pourvu que l’on ait 


(nr +1) (72 + 2) 


o 
æs 


(2 +i)(2+2) > +(2+1)m, ou HI; 


or cette condition sera remplie si l’on prend 7=2m—1, 
et alors l’élimination produira m équations aux différen- 
tielles partielles, auxquelles satisferont toutes les équations 
que l’on peut déduire des équations proposées. 


2X Lorsque les équations proposées renferment une seule 


fonction arbitraire © (c), et se réduisent à 


Jr 7,2, @(c)] =0o, Ffx,r,z,e, p(c)]—=0o;, 
en joignant à chacune de ces deux équations les deux dé- 
rivées partielles du prémier ordre, on obtient en tout six 
équations entre les quantités 


dz dz dc dc 
Vs NET 


PT TA de NA 
dr’ 4 — dy”? Cs dx” dy’ (ec), ? (c), 
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et l'élimination des cinq dernières de ces quantités entre 
les six équations dont il s’agit, produit, comme on devait 
? , . . » . . 
s y attendre, une équation aux différentielles partielles 
du premier ordre entre les variables indépendantes x, y 
et la variable dépendante z. 

=*:%* Lorsque les équations proposées renferment deux fonc- 
tons arbitraires © (c), x (c), et se réduisent à 


Jr, 7,2 c,@(cx(el—=0o, Ffx, r,2%06, p(ch x(c)]=0, 


en joignant à chacune de ces équations ses dérivées par- 
tielles du premier et du second ordre, on n’obtient en 
tout que douze équations entre lesquelles il n’est pas pos- 
sible d'éliminer, du moins en général, les douze quantités 


UP PNUC 0 et. AR, UC 
Guen dy? dre? dxdy? dy 
Pc), ?'(c); e"(c), x(c), x’(e), x”(c); 
mais en s’élevant jusqu'aux équations du 3° ordre, on 
obtiendra en tout vingt équations, entre lesquelles on 
pourra éliminer ces douze quantités avec les suivantes : 
3 3 3 3 
D geu dus ge 0") 2") 
et l'élimination produira deux équations aux diféren- 
tielles partielles du 3”° ordre, entre les variables indé- 
pendantes x, y, et la variable dépendante z. 

Il est bon d'observer que, dans certain cas, l’ordre 
des équations aux différentielles partielles produites par 
Pélimination dont nous venons de parler , peut s’abaïsser 
considérablement. Supposons, par exemple, que les équa- 
tions données renferment trois fonctions arbitraires o(c), 
x(c), Y(c); comme on aura dans cette hypothèse m—3, 
2m—1=5, il faudra généralement, pour effectuer l’éli- 
mination, s'élever jusqu'aux dérivées du 5”° ordre, et 
cette élimination produira trois équations aux différen- 
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tielles partielles du 5"* ordre, entre x, y et z. Mais si 
l’on établit entre les fonctions o(c), x (c), d(c), les re- 
lations y(c) —9"(c), d(c) —?"(c), c'est-à-dire si les 
équations proposées se réduisent à 
fer ,20,@(c ),@ (c), g"(c 1l==0, F[x,y,z,c,@(c),@’ (e),@ 4e cj eo; 
alors, en joignant à ces formules leurs dérivées du pre- 
mier et du second ordre, on obtiendra en tout douze 
équations, entre lesquelles on pourra éliminer les onze 
quantités , 
deiKrAc-REdic d?c d?c 

RTS, dy? dx? dxdy? dy? 

e(c), ?'(e), #"(c), pc); e"(c), 
et l'élimination produira une seule équation aux diffé- 
rentielles partielles du second ordre, entre les variables 
AE A < 

Nota. Les deux équations 


HR xsZ, ca o(chr(ch Ale 0: Pire g(c}, x(c).….]=0, 


équivalent évidemment à une équation unique 


+ [ts J' 25 p(x, Js z), AGREE z) »...] ==10e 
De cette remarque, joint à ce qui précède, on conclut, 
1° quil ne suffit pas, en général, de recourir aux diffé- 
rentielles du second ordre pour éliminer d’une équation 
donnée deux fonctions arbitraires e(æ, +52) {(e,32 2); 
2° qu’en recourant aux différentielles du second ordre on 


pourra toujours éliminer de l'équation 
& 


Ffx, 7,2, o(x,y2), p'(xsY5 2), "(rs 73 z)] = °£ 


la fonction arbitraire 9 et ses dérivées 9, ®”. 


FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES, OU RECHERCHES DES PROPRIÉTÉS 
DES COURBES PLANES, DES COURBES À DOUBLE COURBURE ET 
DES SURFACES. 
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De la tangente et de la normale à une courbe plane et située dans un plan 
pris pour plan unique des coordonnées.— Longueurs appelées Tangente, 
Normale, Sous-tangente, et Sous-normale, 


101. Définition. La tangente à une courbe en un point 
donné (x, 7) est une sécante dont deux au moins des 
points d’intersection sont réunis en un seul. 

Pour déterminer la tangente à la courbe au point x, y, 
menons par ce point un demi-axe parallèle à l'axe des x et 
dirigé dans le sens des x positifs, et concevons qu’un rayon 
vecteur mobile appliqué d’abord sur ce demi-axe , tourne 
de droite à gauche autour du point x, y, et vienne coïn- 
cider avec la corde ou séc;nte menée du point x, y, au 
point x + Ax, y +'Ay ; si l'on nomme £ l'angle qu’aura 


; AY 
décrit le rayon vecteur ; on aura tang t — — ; et en ap- 
AT 


pelant £, n, les coordonnées d’un point quelconque de 
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la sécante , son équation serait 





a 7 — AY 
= (£— x), = 


y—Y = — ee 
AX £— x  Ax 


Concevons à présent que le point (x +Ax, y + Ay) 
vienne à se rapprocher indéfiniment du point (x, y), la 
sécante qui Joint ces deux points tendra de plus en plus à 
se confondre avec une certaine droite que l’on nomme 
tangente à la courbe, et qui touche la courbe au point 
(x, y). Pour déterminer la direction de cette tangente, il 
suffit de chercher la limite vers laquelle converge l’angle 
t quand les différences Ax, Ày deviennent infiniment 
petites. Or, en appolant + cet angle, on aura 





Mt NAN LISE 
tangr — lim. Ra 
On tire de cette équation 
Z, d 
Cobra Gérer = 
dy » 1+y/2 V/dx? + dy? 
LA : d 
nr ARR RE ES AN * 
Viry" V/dx? + dy? 


et en appelant £, n, les coordonnées d’un point quelcon- 
que de la tangente, son équation sera 


| __dy Lier. Ér 
Om AR AY TNT 








dx 


102. Si parle point (x, y) on mène une droite perpen- 
diculaire à la tangente, elle fera avec l’axe des x un an- 
gle v déterminé par l'équation 

I 1 dx 


tang y — — tangr AT Fr V0 





et les coordonnées £ , n, d’un point quelconque de cette 
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perpendiculaire que l’on désigne sous le nom de nor- 
male, vérifieront l’équation 


dx 1— Ex 


dx FF dy * 





103. Supposons que l'équation de la courbe dont il s’a- 
git soit u — F(x, y) = 0. En différentiant, on a 


et en substituant dans cette dernière équation, à la place 
de dx, dy, les quantités proportionnelles £ —x,n—7,ou 
—(n—7), Ë — x, on trouve pour l’équation de la tan- 
gente 


dE 
a) +) =, 
et pour l’équation de la normale, 


CE Cl PS LA 
Ainsi, pour obtenir l’équation de la tangente, il suffit de 
remplacer dans l’équation différentielle de la courbe les 
différentielles dx, dy par les différences £ — x, n — y; 
au contraire, pour obtenir l'équation de la normale, on 
devra remplacer dy par £ — x, et dx par — (n — 7). 
104: Scoke 1°". Les équations de la tangente et de la 
normale ne changeraïent pas si, à l'équation F(x, y) =, : 
on substituait l'équation F(x,y)—=c,ouu— c. 
Scolie 2°. En regardant dans les équations 


dE dF 
Marti 1) = 0, 

dF dF 
(émcie-— (are — 0; 


» 
£,n comme des quantités constantes, chacune de ces 
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deux équations, combinée avec l'équation F(x, y) = 0, 
donnerait les coordonnées x et y des points où les tan- 
gentes et les normales menées par le point £, 1 rencon- 
trent les différentes courbes représentées par l’équation 
F(x,7y) = c; et puisque ces deux équations sont indé- 
pendantes de la quantité c, qui seule varie d’une courbe 
à l’autre, elles représenteront évidemment les lieux géo- 
métriques des points où les courbes qu’on déduit de l’é- 
quation F(x,y)= c, en faisant varier la constante c, 
sont rencontrées par celles de leurs normales ou de leurs 
tangentes qui passent par le point £, n; de sorte que pour 
mener par le point £, n des tangentes ou des normales à 
ces courbes, il suflira de construire les deux lignes 


elles rencontreront les courbes F (x, y) = c en certains 
points que l’on joindra au point EË, », et l’on aura les tan- 
gentes et les normales cherchées. 


105. Applications. SilPéquation F(x, y) = c se réduit 
aAu+P+HwH... —=0C,u,v, w... étant des fonctions 
entières et homogènes, la première du degrém, la se- 
conde du degré m — 1, la troisième du degré m —2, on 
aura 


dE 
dx 


dF 


Lu 21 AT RER ke LA POEE dw ; 
7 Ar An de 0 0 A D SN ES 


et l’équation de la tangente deviendra 


du. dv  dw du . dv . dw 
(ë— x) tte) ere 
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Mais, en vertu du théorème des fonctions homogènes, on 
aura 


du Ze. dv do 
Ce FE ca na à dy" — (m — 1)0.. etc 


l'équation de la tangente se réduira donc, en ayant égard 
à l'équation u +v+w+...—=c,à 


du dv dw du dv dw 
(TT ) + Es 2 mer. 
Cette équation représente, quand on y regardex, y, comme 
seuls constanis, £, n, comme seuls variables, la tan- 
gente à la courbe menée par le point (x, y); et quand on 
y regarde £, n comme constants, x, y comme varia- 
bles, une courbe du degré nm — 1 qui renferme les points 
de contact de la courbe .avec les tangentes qui concou- 


rent au point (Ë, n). Si —0,w —0,.....ona 


. du du 


106. 1°" £xemple. Considérons le cercle x? + y? —R?. 
Ici HO NT Ut ch Yi NN CR ?, 

‘équation de la tangente est £x + ny = R°. On y par- 
viendrait encore en remplaçant dans l'équation différen- 
tielle xdx + ydy — 0, dx et dy par Ë—xetn—7: 
ce qui donne 

(Ë— x) x + (r — y)y =0 où ËÉr +yy=x +y2—= Re. 


L'équation de la normale est 


(É— x) y —(n — y)x = 0 où ËY — x — 0, EUR 
CE 
équation de la droite ou du rayon qui va du centre au 
point (x, y). L'équation 
(E—x)x+(— ro, 
à FM À LA 


ee” 


Le 
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qui peut se mettre sous l’une des formes 
fe. _—— ë ; { de à e? ss 
À 2.) 


— , Ex + y EN 
et qui représente la ténbenté ns x ety sont constants, 
£ ,n variables, représente, quand £ et 7 sont au contraire 
déterminés, sous la première forme un cercle qui a pour 
centre le milieu de la droite qui va de l’origine au 
point (£, n), et pour rayon la moitié de la distance de 





à 


_ 


l’origine à ce même point; sous la deuxième une certaine 
droite. Sur ce cercle et cette droite se trouvent les points 
de contact des tangentes menées au cercle par le point : 
(Ë,n), et comme le cercle est indépendant du rayon R, il 
est le lieu géométrique de tous les points où les tangentes 
menées du point (Ë, n) aux divers cercles que l’on obtient 
en faisant varier R dans l'équation x° + y? = R?, ren- 
contrent ces cercles. Il en est de même par rapport aux 


normales de la ligne 5 — = 


2e. Exemple. Coca SR l'ellipse ou l’hypérbole 
représentée par l'équation Ax° + 2Bxy +-Cy° =K. 


Ici MP ER RS u — Ar? + 2Bzxy + Cy’; 
l'équation différentielle de la courbe est 
dx(Ax + By) + dy (Cr + Br) = 0, 


on trouvera donc pour les. équations de la tangente et de 
la normale, en suivant l’une des méthodes ci-dessus in- 


 diquées, 


(£— x)(Ax + By) + (1— 7) (Cr + Bx) = 0, 
(E—2) (Cr + Br) —(e—7) (Az + Br) =, 


ou, pour l'équation de la tangente 


£(Ax + By) + »(Cy + Br) —=K 
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. Si l’équation de la courbe était 


2 2 
DIRE Li 
‘équation de la tangente deviendrait 


x Y x V 
Er = DL ou (£ z)— E ( ÿ) 5: — 0) etc. 


3% Exemple. La parabole y? — 2px. L'équation de la 
tangente est | 
(u—7)r —p(£—zx)=0o où »y7— pË —=pz; 
celle de L normale | 
Y(Ë— x) +p(r— y) — 0, etc. 
4e Exemple. La logarithmique 


dx ï 
— 3, l d ee fete d ——— ——— Er . 
4 la #19 #2 mat SEM la ai d 


les équations de la tangente et de la normale sont 
xla(n— y) —(Ë—x) —=0o, xla(Ë— x) +(n— y) = 0. 
5m Æxemple. La spirale logarithmique 


x? 2 DE CRE | 
24 W ue ‘ arc tang 7 ni. 1V/x° + 72 — IR ; 


os l 
Pa ang 








{ 


en différentiant, on a 

ædy — ydx = xdx + ydy, dx(z+ y) + dy(r —x)=0; 

et les équations de la tangente et de la normale sont 
(2) +) +(r—r)r— zx) =, 
(Éa)(r —2) —(r1—7r)&+r)= 0. 


Lorsqu'on y regarde £, n comme constants, x, y comme 
seuls variables, ces dernières équations représentent deux 
cercles qui coupent la spirale logarithmique aux points 


17: 


+ 
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où elle est rencontrée par celles des tangentes qui con- 
courent au point (Ë,n). 


107. Si les axes des coordonnées cessaient d’être rec- 


. MAL ’ AY 
tangulaires et faisaient entre eux l’angle w , le rapport Fee 
TX 
F » . nr 7 . 
exprimerait non plus tangr, mais 5 l'équation 
é LD N@ 17 
de la tangente serait toujours 


G—n = À (Er) (E— 2), 


et l'équation de la normale deviendrait 


dy ‘ 

À Arr x 1+- y’ cos « $ 
Br) = rer ca re E— x). 
PACA y + coSe 

dx 


108. Considérons une courbe quelconque AB( fig.1) au 
point M dè.cette courbe, menons à la tangente la normale 
MN ; les parties MT et MN de la tangente et de la nor- 
male comprises entre le point de tangence et l’axe des x 
sont ce qu'on appelle la tangente et la normale, nous les 
désignerons par les lettres T et N ; on appelle sous-tan- 
gente et sous-normale, et nous désignerons par les nota- 
tions S,, $,, les distances comptées sur l’axe des x entre 
le pied de l’ordonnée et les points où eet axe est ren- 
contré par la tangente et la normale à la courbe. Ces 
quatre lignes sont faciles à calculer. 

En effet, en désignant par £,, £, les abscisses des points 
où la tangente et la normale rencontrent l’axe des x, les 
longueurs $,, S, sont égales, au signe près, aux différen- 
ces £,— XL Es — ZX, mais en faisant n — o dans l’équa- 
tion de la tangente et de la normale, on a 


a PT / 
Im, a y}, 


VINGTIÈME LEÇON. 197 


donc 


Me e S =E 77", 
et par suite 
VRP = le + ee, 
+ —V/MP:LPN— Vr+yrr2=E7y V/1+y3; 
on a donc 
ÆÉ re Mc ETS THE, N—HyV 147. 


On parvient encore plus simplement à ces valeurs en re- 
, marquant que six et y sont les angles que la tangente et la 
normale font avec les axes, Les triangles rectangles MTP, 


MN P donnent 








+ EN qu HT E 
ss éngr, y ES M arte 
s4 | » 
SE —Lyy, NE = = + F2 
À ’tang » TF sin » AL 


Ces équations donnent S.5, — 7"; l’ordonnée y est 
moyenne proportionnelle entre la sous-tangente et la sous- 
normale. 


Exemples : 
PE CONCEPT 7, ie ee L 
F 
R s. 
DRM INSTR, T=+= (R?— x?) ; 


; ARE te: 
2°, Ellipse ou hyperbole : me on AN 2 a er DE 
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le rapport de la sous-normale à l’abscisse est constant, la 
sous-tangente est indépendante du demi-axe b ; 


3% Parabole = y =opr,) Si=l22, SI 
rs 3 *A 
N=pi(p#ox)), T= ae ( 2 +27 


la sous-normale est constante et la sous-tangente double 
de l’abscisse ; 


4°. La logarithmique x—=Ly — PA Ÿ) 


DR = _ De —Jaele ia Does eey/ fn) + a 


la. 
I 2 
r=V él 2xla. 
Ga) +e 


la sous-tangente est constante. 


109. de Cycloïde. Concevons quele cercle ADE (fig. 2), 
tangent à la ligne AX au point À, roule sur cette ligne 
AX , le point de la circonférence qui coïncidait au premier 
instant avec le point À, décriraune courbe que l’on nomme 
cycloïde. Prenons pour axes des coordonnées les deux lignes 
AX, AY: pendant que le cercle roulera sur l’axé des x, le 
centre se mouvra parallèlement au même axe, et le rayon 
CA tournera autour du centre en décrivant un angle qui 
croîtra sans cesse ; désignons par w cet angle MON, par 
AN—a, ON—b les coordonnées du centre O, par AP=—x, 
PM — y Îes coordonnées de l'extrémité du rayon ou d’un 
point quelconque de la courbe, l'arc MN = Ro sera évi- 
demment égal à la ligne AN — a, puisque tous les points 


de l’are MN se sont tour à tour appliqués sur AN ; on a 
donc. «a — Rob HR; 


x = AP = AN — PN = AN — MQ = Ro —Rsino, 
y —= MP —ON — QN = R— R cosw; 


VINGTIÈME LEÇON. 199 


on aura donc, en admettant que la notation arc cos dé- 


. » : : . F F 
signe toujours un arc COMpPTrIs enire les limites — ra: + 4 
Û R— 
x —R(— sin»), y —R(1 — cosw) cos = 7 ; 


R 





y 
@ — arc cos “4 LE a, : Sie = + a VeRyeir te 
Dans cette seconde formule on doit prendre le signe + 
ou le signe—-, suivant que l'angle w est de la forme 2774-60 
ou de la forme (22 + 1) x +0, 0 étant plus petit que 7, 
de sorte que l’on peut écrire ; 


e 1 CET PT APTE 
sin © = p (0577 V'2Ry — »?, 





FR (are cos Es pi mx )—cosnr V 2Ry — y°. 


On reconnaîtra sans peine, à l’aide de ces équations , que 
la cycloïde est composée d’une infinité de branches, toutes 
pareilles les unes aux autres, dont les points extrêmes si- 
tués sur l’axe des x répondent aux abscisses 


SONT Ton, pure Riu = "onaN, 


et dont chacune est divisée en deux parties symétriques 
“par une ordonnée correspondante aux abscisses # 


AR LR, .. c—T(2r2—:1)rR, etc. 
De plus, en diflérentiant les équations 
æ—=R(w—sine) et y —R(1— cos), 
on trouve 


de =R(1 — COS © )do — ydw, dy = Rsin w de, 
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d’où 

A A PT 

dx J 4 ss 


et l’on aura par suite, 
FAURE (UBREES MES © 
SET Vas S,=V/2Ry — y 2 Vy7(R— 7), 


Diet y VER N — V/2Ry. 
On conclut facilement de ces valeurs, que si dans le cercle 
générateur de la cycloïde, on trace un diamètre parallèle 
à l’axe des y, les directions de la normale et de la tan- 
gente à cette courbe au point M(x, y) seront données 
par les droites menées de ce point aux deux extrémités 
de ce diamètre, de sorte que la longueur appelée normale 
sera précisément la corde MN qui dans le cercle géné- 
rateur sous-tend l'angle w. 
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Asymptotes des courbes planes. — Propriétés diverses des courbes planes 
déduites de leurs équations. — Points singuliers. 


110. On appelle asymptote d’une courbe plane, une 
droite de laquelle cette courbe s'approche indéfiniment 
sans pouvoir jamais la rencontrer. Il est facile de trouver 
les asymptotes d’une courbe représentée par une équa- 
tion quelconque y —F(x) ou f(x, y) — 0. En effet, 
considérons d’abord les asymptotes non parallèles à l’axe 
des y, et soit y— ax +6 l'équation de l’une d’entre 
elles. L’ordonnée correspondante de la courbe devant se 
réduire sensiblement pour de très grandes valeurs nu- 
mériques de x, à l’ordonnée de l’asymptote, elle se pré- 
sentera sous la forme y — ax+6+He, € étant une 
quantité qui s’évanouira pour x = Ho. Cela posé, 
l'équation qui précède donne 

pére Grarae 
A A 7 
d'ou, en faisant x = +, et remarquant que si 6 était 
infini, l’asymptote située à une distance infinie dispa- 
raîtrait tout entière, on aura 


à 5. 
LL memes lim. an 
TC 


Donc, pour déterminer la constante &, il suflira de poser 
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dans l’équation de la courbe, 2 = $ OÙ Ye SON NIUE 


déterminer la limite ou les limites vers lesquelles con- 
vergera la variable s, tandis que la valeur numérique 
de x croitra indéfiniment. Après avoir trouvé la cons- 
tante &, on ürera de l'équation y = ax +6æHe, 


C—y—ax Te, 


et en faisant x — + œ,,6 — lim. (y — ax), de sorte 
que pour avoir 6, il faudra, dans l’équation de la courbe, 
poser y — ax —t, et chercher ce que devient £ pour 
x = + © ; à chaque système de valeurs des quantités «, 
6, correspondra une asymptote de la courbe proposée. 

En raisonnant de la même manière, mais en échan- 
geant l’une contre l’autre les variables x, y, on trou- 
verait évidemment les asymptotes non parallèles à l'axe 
des x. 


111. Scole. En général, le rapport s pour X = © ; 


; . , r (ee) 5 © 
prendra la forme indéterminée —, et sa véritable valeur 
co | 
4 


sera celle que prend pour x — , l'expression 7_ ou Ÿ's 
| 3 1 


on aura donc alors &« — y”. Dans ce cas aussi 6 sera dé- 
terminé par l'équation 6—y— 7x, dans laquelle on 
fera x — © ; or, si l’on se rappelle que l’équation de la 
tangenté en un point (x, y) est 


n—y=J{Ëêx) où 4—=JËÉ+y= rx, 


on reconnaîtra facilement que l’asymptote d’une courbe 
plane est une tangente dont le point de contact avec la 
courbe s'éloigne à une distance infinie. Cette remarque 
peut dans certains cas faciliter la recherche des asymp- 
totes, puisque, pour avoir leur équation, il suflira de 
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chercher ce que devient l'équation de la tangente quand 
le point de contact s'éloigne à l’infini. 


112. Applications : 1°. à la logarithmique y = a”, 


(permet lim. 


81 


a? 
Him, = 
x 


et en posant 
| ° 6 1 - z —@ 
PR D, T0, © —lim.;y,—lim. at =a 0; 


Ja courbe proposée aura donc pour asymptote l'axe des x 
dont elle s'approche indéfiniment du côté des x négatifs. 

On prouvera de mème que la logarithnrique x = a? 
a pour asymptote l'axe des y ; 


NÉS EE ps 

2°. à l’hyperbole ms =: 
b 2 — a? b 
nl Nm Wa— a ne A A 
” æ a 


il y a donc deux asymptotes déterminées par l'équation 
b 
TEE AT: 


3°. à toute courbe dont l'équation peut se décompo- 
ser en plusieurs parties dont chacune soit une fonction 
homogène des variables x, y. 

Soient #7, 2, etc., les degrés de ces fonctions homo- 
gènes, de sorte que l’équation de la courbe soit 


flerr)i= g"E (2) arf) ere 00 


les nombres m, n, etc., étant rangés par ordre de gran- 
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deur ; la valeur de s =" sera déterminée par l’équation. . 


2x" F(s) + æ"f(s) + etc. — o ou F(s) + f(s) +etc. — 0, 


d’où l’on tire, en faisant x —  , etse rappelant qu’alors 
SIA, 
Piel 0; 


telle sera donc l'équation qui donnera les valeurs de ©. 
Pour avoir 6, faisons dans l'équation de la courbe 
Y = ax +t, ce qui donne 


or l’on a, d'après un théorème connu, 


F(a+f)=r()+ ir (et k 


ou, puisque F(@) 100 ’ 


+) (et) 


on aura donc, en substituant, 


; D 
tai F/ (a —+ =) +art(e+i) etc. —o, 
r x 

1 


me) + te + Je. — O0; 
je TL LATnTI ZX 


et si, dans cette dernière équation, on pose x = ®, 
et par suite £ — 6, on en conclura, si F’(x) et f(æ) ont 
des valeurs finies différentes de o, 


1°. Pour En < m— 1/00; 





2°. Pour n=Mm—i, 6—=— 


3°. Pour RDM—I1, Ê— + ©. 
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Par conséquent, à la valeur adoptée de x correspondra, 
dans la première hypothèse, une asymptote passant par 
l’origine , ou de la forme 


Y—=AZT;, 


et dans la seconde, une asymptote de la forme 


Les f(x) 
D ect em F'(«) 5 
dans la troisième hypothèse, l’asymptote s’éloignant à 
une distance infinie, disparaît entièrement. 

Dans la première hypothèse les équations y = ax, 
F(œ) = o, donnent encore pour l’équation des asympto- 


tes, F(7) HO 00 LE (Z) — 0, desorte que quand l’é- 


4 


quation de la courbe est décomposable en plusieurs fonc- 
tions homogènes, et que le degré m de l’une d’entre elles 
surpasse de plus d’une unité les degrés de toutes les autres, 
non-seulement toutes les asymptotes passent par l’origine, 
mais elles sont toutes représentées par l'équation que l’on 
obtient en égalant à o la fonction homogène du degré m. 

Exemple : Si l’on suppose B° — {AC >> o, on recon- 
naîtra que l’hyperbole 


Ax? + Bxy + Cy?—K 


a pour asymptotes les deux droites représentées par l’é- 
quation 


Az? + Bry + Cy?=—o. 


Dans la deuxième hypothèse, les asymptotes sont don- 
nées par les équations 


f (a) 
Ba) 0, 7) SO PL 


) “ 
les droïtes passant paï l’origine et représentées par les 
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équations F (x) = 0,7 = ax, ou par la formule 
\ \ 
Ab REA 
à T \T / 
sont seulement parallèles aux asymptotes. 
Exemple : 


Dans le folium de Descartes, x° + y* — 3axy = 0, 
l’asympiote sera parallèle à la droite x° + y* = 0, ou 


x + y —0. Dans ce cas, —— 1; en partant de cette 
valeur on trouvera 

f(— 1 3a 

F — 1) 3 


et l’asymptote aura définitivement pour équation 
Y=—X— 4. 


Corollaire. Ce que nous venons de dire s'applique 
évidemment aux courbes dont l'équation a pour premier 
membre un polynome entier. De plus, si dans ce cas la 
courbe a un centre, en le prenant pour origine des coor- 
données, son équation ne devra contenir que des termes 
de degré pair ou des termes de degré impair. Dès-lors le 
degré m de la première fonction homogène surpassera de 
plus d’une unité le degré 7 de la deuxième fonction, et 
les asymptotes non parallèles aux axes passeront par Îa 
nouvelle origine. On arrive ainsi à ce théorème remar- 
quable, que dans les courbes dont l’équation est algé- 
brique, les asymptotes non parallèles aux axes passent 
généralement par le centre. | 

Ces conclusions supposent que les quantités F'(x), f(x) 
ne deviennent ni nulles ni infinies : s’il en était autrement 
la quantité 6 pourrait obtenir des valeurs différentes de 
celles que nous lui avons assignées; mais pour les déter- 
miner il suflit toujours de chercher la limite ou les limi- 
tes vers lesquelles converge £ pendant que x eroît in- 
définiment. 
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115. Certains points des courbes présentent des particu- 
larités remarquables dépendantes de la position des axes 
coordonnés, ou inhérentes à la nature même de la courbe, 
et qu'il importe de mettre en évidence. Remarquons d’a- 
bord que , l'équation d’une courbe étant f(x, y)=0, si 
on la résout par rapport à y, on en tirera une ou plusieurs 
équations de la forme y = F (x), et chacune de celles-ci 
représentera une ligne ou portion de ligne dont les pro- 
priétés dépendront dela nature de la fonction F (x). Or, 
1° si cette fonction demeure continue entre les limites 
L=X 5 XX, la ligne représentée par l'équation y —F(x) 
sera elle-même continue entre ces limites: mais elle 
pourra devenir discontinue, si la fonction F (x) offre des 
solutions de continuité, par exemple lorsque cette fonc- 
tion deviendra infinie pour certaines valeurs finies de x, 
ou lorsqu'elle passera tout-à-coup du réel à l’imaginaire, 
ou lorsqu'elle changera brusquement de valeur; le pre- 


4% ; , [AA 
mier cas se présente dans l’hyperbole y — _ le second 


dans les courbes logarithmiques = y = xlx; letroi- 





fe ; y: FOR ir 

sième dans la ligne déterminée par l'équation y — Dies 
nm? 

qui se réduit à y — 1, si x est positif, etày—— 1, si x 


est.négatif. 

2°, Dans le cas où la fonction F(x) et sa dérivée F"(x) 
resteront continues, les ordonnées maxima et minima ne 
répondront qu'à des valeurs de x propres à vérifier l’é- 
quation y’ = F'{x) = 0; etune valeur de x tirée de cette 
équation fournira effectivement un maximum ou un mi- 
nimum dans le cas où la première des dérivées F(x), 
 F” (x)... qui cessera de s’évanouir, sera positive ou néga- 
tive, mis d'ordre pair. Si au contraire certaines valeurs 
de x rendent la fonction discontinue, elles pourront pro- 
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duire des maxima où des minima sans vérifier l’équation 
fr) 0: 

3°. La valeur numérique de la fonction F'(x) repré- 
sente ,comme nous l'avons vu, la tangente trigonométrique 
de l’angle que la tangente à la courbe fait avec l’axe desx : 
cette tangente sera donc parallèle ou perpendiculaire à 
l'axe des x, suivant que l’on aura F'(x)=o ou F'(x)= ©. 
Et si la fonction dérivée change brusquement de valeur, 
il en sera de même de l’inclinaison de la tangente. 

114. On désigne exclusivement sous le nom commun de 
points singuliers, tous les points qui se trouvent situés sur 
une courbe, de manière à offrir quelques particularités di- 
gnes deremarque, inhérentes à lanature de cesmêmescour- 
bes , et indépendantes de la position des axes coordonnés. 
Aïnsi, 1° si la fonction f (x, y) ne devient réelle que pour 
un nombre limité de valeurs de x, l’équation f(x, y)=one 
représentera qu'un point ou une suite de points isolés. Par 
exemple, l'équation x? +y?=— 0 ne représente qu’un seul 
point qui coïncide avec l’origine. Il peut arriver que l’é- 
quation f(x, y) = o fournisse en même temps un ou plu- 
sieurs points isolés et une ou plusieurs branches de courbe. 

1° Fxempler: 

y}= 2x? — a), 
ae Exemple : 
ay? — 2x3 + bx? = o. 
2° Lorsque la fonction f(x, y) passe tout-à-coup du réel à 
l'imaginaire, ou change brusquement de valeur, la ligne 


que l’on considère s’arrète tout-à-coup en certains points 
que l’on appelle points d'arrét. 


Exemple : Les deux logarithmes y — > VE 


ont chacune pour point d'arrêt l’origine des @ordon- 
L4 
nées. 
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, 4 à . , . , 
La ligne y = ——— ofire deux points d'arrêt situés sur 
x? 


l'axe des y de part et d'autre de l’origine et à l’unité de 
distance. 


3°, Lorsque la fonction f(x,y)restant continue, la déri- 
véey’ change brusquement de valeur, les deux branches 
de la courbe viennent se réunir en un point donné, de 
manière que leurs tangentes forment entre elles un cer- 
_tain angle. Ce point s'appelle un point saillant. Tel est, 
par exemple, le point correspondant à x — o dans les 
courbes représentées par les équations 





— I 2 
—V/z, y —æarctang—, se ï- 
1 + er 


4°. Si les deux branches d’une même courbe s'arrêtent 
en un point donné, de manière à toucher l’une et l’autre 
une droite ou demi-axe aboutissant au point dont il s’agit, 
ce point sera ce qu'on appelle un point de rebroussement. 
Le rebroussement sera de première espèce si le demi-axe 
passe entre les deux branches de la courbe, et de seconde 
espèce si le demi-axe laisse les deux branches d’un mème 
côté. 

Exémple : La cycloïde offre une infinité de points de 
rebroussement de première espèce, tous situés sur l’axe 
des x, et correspondant aux abscisses 


D EE SR, 5 NT 27 R; 


5°. On appelle poin ts multiples ceux auxquels viennent se 
rencontrer deux ou plusieurs branches de courbe qui ne 
s'arrêtent pas toutes à ces mêmes points, ou auxquels 
aboutissent, pour s’y arrêter, au moins trois branches 
différentes. 


à & L. 14 
| 
| 


aio CALCUL DIFFÉRENTIEL 


1% Exemple : La courbe y? — x?(1 — x°) est formée 
de deux branches qui se croisent à l’origine en touchant 
les droitesy =— x, y = x. 

2e Exemple : La courbe y? — x#(1 — x°) est formée 
de deux branches tangentes toutes deux à’ l’axe des x. 
L'origine des coordonnées est pour ces deux courbes un 
point multiple. 

6°. Lorsqu'en un certain point la courbe et la tangente 
se traversent mutuellement, ce point estce qu’on nemme 
un point d'inflexion. 

115. Telles sont les six espèces de points singuliers que 
peuvent présenter les courbes algébriques et transcendan- 
tes. On peut souvent les mettre en évidence et reconnaître 
leur nature à l’aide des conditions analytiques suivantes. 
Nous exclurons d’abord le cas où l’un des coeflicients difté- 
rentiels serait infini. 

Taéokème 1%. Si un point M, dans le voisinage du- 
quel la fonction u = f (x, y) et ses dérivées du premier 
ordre a 4 enent finies ét continues, est dans la courbe 

dx’ dy 
représentée par l'équation u=f (x, y) =0o , un point isolé 
ou un point d'arrêt, ou un point saillant, ou un point 
de rebroussement de première ou de seconde espèce, les 
coordonnées de.ce point devront vérifier les deux équa- 
« du doi 
dogs nero (7 #0 

Démonstration. Dans ces quatre hypothèses, on pourra 
par le point M faire passer un nombre indéfini de 
droites PP’ telles que dans le voisinage de ce point, on 
ne puisse trouver d’un côté au moins de cette droite 
(fig.4, 5, 6, 7), ou même des deux côtés ( fig. 3), au- 
eun point qui appartienne à la courbe dont il s’agit. 
En conséquence, deux points situés sur cette droite, de 
part et d'autre du point M, pouvant être joints Pun à 


& 
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Pautre par une nouvelle courbe PQ qui ne rencontre 
pas la première AB dont l'équation est u= f (x, y) = 0, 
les valeurs de w correspondantes à ces deux points seront 
nécessairement des quantités de même signe. En effet, 
pendant que lon passe du point P au point Q, sur la 
courbe PQ, la fonction «= f (x, y)que l’on suppose con- 
tinue, ne pourrait pas changer de signe sans $’évanouir ; 
or elle ne peut pas s’évanouir puisque la courbe PQ ne 
rencontre pas la courbe AMB dont les coordonnées véri- 
fient seules, par hypothèse, l'équation u = f(x, y)=0, 
donc elle ne changera pas de signe. Cela posé, la fonction 
u= f(x, y), variable d'un point à l’autre sur la droite 
PMQ, qui s'évanouit au point M, et conserve le même 
signe en P eten Q de part et d'autre de ce point, sera né- 
cessairement en ce point un maximum où un minimum, 
suivant que les valeurs de zen P et en Q seront négatives 
ou positives. Dans Îles deux cas on devra avoir 


du du 
| val 
du — D dx +- dr PRET 


ou 
du du dy 
n° dn dx 





0. 


D'un autre côté, en appelant à la tangente de l'angle que la 
droite arbitraire PMQ fait avec les axes, son équation, 
à laquelle devront satisfaire les coordonnées x, y du point 
M, sera y — ax + b, d'ou l’on tirera 


RUB 


ei parce que cette dernière équation devra subsister pour 


A 


LA 
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un nombre indéterminé de valeurs de a, il faudra né- 
cessairement que l’on ait 


du du 
Dre — 2 OO. 
dx 


Les coordonnées des points isolés, des points d’arrêts , des 
points saillants et des points de rebroussement devront 
donc satisfaire à la fois aux trois équations 
du du 
U=0, ——=0O, PP | 

De deux de ces équations on tirera les valeurs de x et 
de y, pour les substituer dans la troisième. Si un couple 
de valeurs x=x,, 77, vérifie à la fois ces trois équa- 
tions, le point correspondant, ou qui aurait x, et y, pour 
coordonnées, pourra être, mais ne sera pas toujours un 
point singulier. 

4116. Pour reconnaître la nature dece point, remarquons 
d’abord que l'équation différentielle première 


du dy du 
dy dx 4 





devenant identique quand il s’agit d’un des quatre points 
singuliers dont il est question dans le théorème pré- 
cédent, il faudra, pour obtenir la tangente de l’angle 
que la touchante à la courbe fait avec les axes, recourir 
à l'équation différentielle du second ordre, laquelle, à 








é du du Da 
cause des conditions — = 0, — — 0, se réduit à 
dx dy 
d’?u { dy \ d'u dy. ; d?u 
ms( de) 7e CL PAM AT Ve « 


Supposons encore que l’on ait ramené à la forme Ÿ =F(x) 
l'équation de la branche de courbe sur laquelle se trouve 
le point singulier dont on veut connaître la nature. 
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Dès-lors, 1. Le pointx=x,, y =Yy,sera un point isolé, 
1° si les deux ordonnées F'(x,+h), F(x,—h) sont toutes 
deux imaginaires ; 2° si à ce point la courbe n’a point de 
tangente, ce qui exige que lon ait 


d'u ) d'u d?u 
O; 


\ dxdy 7 dx? dy? 
si l’on n’a pas 
d'u d?u d?u 


a — 


Hot dxdy ARE 





IL. Le point x = x,,7 —=7, sera un point d'arrêt, 1° si 
l’une seulement des coordonnées F(x,+h),F(x,—h) est 
imaginaire ; 2° si la courbe en ce point n’a qu’une tangente, 
et si par conséquent les coordonnées de ce point vérifient 


2 


dy? 

IL. Le point x=—x,, y—=7,sera un point saïllant, 1° si à 
chacune des abscisses x=x,+h, x —2x,— h répond une 
seule ordonnée très peu diflérente de y, , ou si à l’une de 
ces abscisses répondent seulement deux ordonnées sensi- 
blement égales à y, ; 2°si la courbe au pointx,, y, a réel- 





l'équation —= 0. 


lement deux tangentes, ce qui exige que l’on ait 


d'u d'u d2y 
dxdy dx? dy ? 70 
IV. Enfin, le point x,, y, ne pourra être un point de 


rebroussement qu'autant que la première condition exigée 
pour le point saillant étant remplie, les deux tangentes 





en ce point coïncideront en une seule, ce qui ne peut avoir 
lieu sans qu'on ait 

( AT del 

\ dxdy } da A 








C2 


417. Tuéorsue 2°. Si la courbe représentée par l’équa- 
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tion u = f(x, y) —0 offre un pointmultiple, c’est-à-dire 
un point dans lequel se réunissent, sans s’y arrêter, deux 
branches de la courbe, ou trois branches au moins pour 
s’y arrêter, les coordonnées de ce point vérifieront encore 
u du 

Br EE 0, dy res 

Démonstration. En effet, considérons (fig. 8) deux 
branches de courbe qui se réunissent au point M, et cou- 
pons ces deux branches dans le voisinage de ce point par 
une droite PQ qui fasse avec l’axe des x un angle quelcon- 
que dont la tangente soit a, et qui ait pour équation 


y ax + b; 


les équations O. 


si æ ety sont les coordonnées du point P, celles du point 
Q pourront être représentées par x + Ax = x + «dx, 
J+Ay=y + «dy, de sorte que l’équationu= f (x, y)=0o 
devra être satisfaite à la fois et par x, y et par x + Ax, 
y + Ay. Mais si dans u on change x en x + Ax, y en 
y + AY, u devient & + Au; on aura donc à la fois, et 
quel que soit Ax, u = 0, u + Au —0, d'où Au = 0, 


j RO Ru 
et par conséquent du = lim. — — o, ou 
œ 


NT A6R 0, 
on a 
dy 
Fr ÉANORE LAS 
on aura donc aussi 
du du 
AE 4 Apres LE RL O, 
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et cela quel que soit a, ce qui entraîne les deux équations 


du du 
pe = 0 dy — O0; 
donc, etc. 
Scolie. Si troisbranches dela courbe venaient à se réunir 
au point M, la droite PQ couperait la courbe en trois points 


dont les coordonnées pourraient être représentées par 
TL, 5 TAG, JHAY; x +24x + Ax, y +247 —+-A7. 


On devrait donc avoir, quel que füt &, non-seulement 
Hd Au 0, mais Au — 0, dou du —;0, d'u 40, 





a de ï 

A TE 
d?u d?u d?u 
TL NE EP nue dy ? 


Or ces équations ne peuvent subsister qu'autant qu'on 
aura à la fois 


du du du d'u à d'?u 
PAT ee — ES 0, — 
Frot dy RU des ”  dxdy ‘ 


En général, on démontrera de la même manière que la 
réunion de z branches de courbe au point multiple M, 
entraîne les conditions 








du cts du De 

HN". dy £ 

d?u Le. d?u dt 1.) S 
dx? ?  dxdy £ FRONT 

d"—iu dr iu d'y 


DS = a — 
dr: ? Art ea 


auxquelles devront satisfaire les coordonnées x, y du point 
multiple m. 
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118. Tuéorème 3°. Les coordonnées d’un point d’in- 





À s Fo À ÿ d? 
flexion devront toujours vérifier l'équation LA . a — 0, 
TL 


Démonstration. Supposons que l'équation de la courbe 
ait été mise sous la formey=—F(x), la différence d entre 
les ordonnées 


 =F(x+h) = F(x) + 2F' (x) + ses EEE 
ht 
+ 1:2.9,.47 
= y + y'h=F(x) +hF (x), 
de la courbe et de la tangente qui répondent à l’abscisse 
x + h, est donnée par l'équation 


FG) (x + 6 h), 


h2 h" 
=) + 


F'(x + 9h). 

re hest très petit, le premier terme l’emporte sur la 
somme de tous les autres, et par conséquent, entre les abs- 
cisses x et x + h, l’ordonnée de la courbe sera constam- 
ment supérieure ou constamment inférieure à celle de la 
tangente, suivant que la dérivée seconde F”(x) sera, dans 
ce même intervalle, constamment positive ou constam- 
ment négative. De plus, la tangente et la courbe se tra- 
verseront au point (x, y) qui, dans ce cas, deviendra un 
point d’inflexion, lorsque dans le passage de x —hà x +, 
F"(x) changera de signe. Or si la fonction y =F (x) reste 
continue, ainsi que ses dérivées successives, dans le voi- 
Rss du point (x, y), F”(x) ne pourra changer de signe 
sans s’évanouir ; les coordonnées d’un point d’inflexion vé- 
rifieront donc, dans cette hypothèse, l'équation F' (x)=0. 
Pour que la éreuce d change réellement de signe, il 
faudra en outre évidemment que des dérivées successives 
EF" (x), F"(x), etc., celle qui la première cessera de s’éva- 
nouir soit une dérivée d'ordre impair. Ainsi pour trouver 
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les points d’inflexion , on cherchera les racines communes 
aux deux équations ÿy=F(x), F"(x)= 0; ou f(x,y)—=0, 
ÿ' = o.Un système de valeurs x—x,, y —Y,, tiré de ces 
équations, répondra réellement à un semblable point, si 
la première des dérivées qui ne devient pas nulle pour 
L=X5,Y = 7, st une dérivée d'ordre impair. 

119. Dans cette discussion nous avons toujours supposé 

que mue PE devenait pas infini ou que la tangente 

dx 

n'était pas perpendiculaire à l'axe des x. Si le cas se pré- 
sentait, il serait facile de déterminer la nature du point 
dont les coordonnées x =x,, y —=7, satisferaient à l’équa- 
tion — . En effet, dans cette hypothèse, les deux 
quantités F(x, + h)et F(x, — h) peuvent être toutes 
deux réelles, ou l’une réelle et l’autre imaginaire. 

I. Si toutes deux sont réelles et toutes deux plus gran- 
des ou plus petites que F(x,), le point en question sera 
un point de rebroussement de première espèce; si l’une 
est plus grande et l’autre plus petite que F (x,), le point 
sera un point d'inflexior; 

IT. Si l’une de ces quantités, par exemple F(x,—), 
est réelle et l’autre imaginaire, alors, 1° F(x,—Ah) a 
une seule valeur, le point sera un point d’arrèt; 2° si 
F(x, — h) a deux valeurs, toutes deux plus grandes ou 
toutes deux plus petites que F(x,), le point sera un point 
de rebroussement de seconde espèce; 3° si l’une des va- 
leurs de F(x, — À) est plus grande et l’autre plus petite 
que F(x,), le point dont il s’agit sera une simple limite 
de la courbe ; 

III. Enfin , si l’une des quantités F(x,+h), F(x,—h) 
ou toutes deux avaient trois ou un plus grand nombre de 
valeurs, le point en question serait en général à la fois et 
un point multiple etun point d'inflexion. 
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En résumé, on obtiendra les coordonnées des points 
singuliers des courbes, en cherchant dans quels cas les 
coefficients différentiels deviennent nuls, ou infinis, ou ©. 
On assignera l'espèce du point, 1° en examinant combien 
il y passe de branches de la courbe, et si elles s'étendent 
ou non, en-decçà et au-delà; 2° en déterminant la posi- 


tion de la tangente ou des tangentes correspondantes en 
ce point. 
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Moyen de déterminer quand une courbe tourne sa concavité ou sa con- 
vexité vers les axes des coordonnées. — Analyse d’une courbe ou discus- 
sion de son équation. — Différentielle de l’arc d’une courbe. 


120. Il est quelquefois nécessaire de reconnaître si une 
courbe tourne sa convexité ou sa concavité vers les axes 
des coordonnées, or l’on peut donner à ce sujet des ré- 
gles générales et d’une application facile. 

Il est certain d’abord que si la fonction y = F(x), et 
sa dérivée y" — F'(x) restent l’une et l’autre continues 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les abscisses 
de deux points donnés, la corde qui joindra ces deux 
points sera parallèle à l’une des tangentes menées par les 
points intermédiaires de la courbe. 

En effet, si l’on représente par x et x+AÂx les abscisses 
des deux points dont il s’agit, on aura 


M Meta) (a) F'(x + 64%). 


ay : - l’ d 1 
Or - est la tangente de l'angle que fait avec l’axe des x 
æT 


la corde qui unit les deux points(x, y), (x+Ax, y +Ary); 
F'(x + 8Ax) est la tangente de l’angle que fait avec le 
mème axe la touchante à la courbe, menée par le point in- 
termédiaire qui aurait pour abscisse x + 0Ax ; la sécante 
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est donc parallèle à l’une des tangentes intermédiaires. 

121. On ditqu’une courbe ou portion de courbe est con- 
vexe entre deux points donnés, lorsque, entre ces points, 
elle ne peut être rencontrée plus de deux fois par une 
même droite. Or une courbe sera convexe toutes les fois 
que l’ordonnée y et sa dérivée y’ seront deux fonctions 
continues de l’absecisse x, dont da seconde croisse ou dé- 
croisse constamment tandis que l’abscisse augmente. En ef- 
fet, si ( jig. 9) elle pouvait être coupée par une droite en 
trois points différents M, N,P, on pourrait, d’après ce 
que nous venons de dire, mener deux tangentes parallèles 
à cette droite par deux certains points m, n, situés l’un 
entre les points M et N, l’autre entre les points N etP, 
et par conséquent y’ reprendrait au point 7 la même va- 
leur qu’au point m, ce qui est contre l'hypothèse. 

Au contraire, il est clair qu’une courbe qui renferme 
un point d’inflexion ne saurait être convexe. En effet, 
après avoir tracé ( fig. 10)la tangente qui passe par le point 
d’inflexion M, menons de ce point à deux points N etP, 
les rayons vecteurs MN, MP, l’un au-dessus, l’autre 
au-dessous de la tangente; celui de ces rayons MN qui 
fait le plus petit angle avec la tangente passera évidem- 
ment, si on le prolonge, entre la tangente et lautre 
rayon, et rencontrera de nouveau la courbe en un point 
n; cette droite MN aura donc trois points de commun 
avec la courbe qui, par suite, ne sera pas convexe. 

122. Il suit encore des principes ci-dessus établis, que 
pour décider si une courbe tourne sa convexité ou sa con- 
cavité vers l’axe des x , en un point pour lequel y et y”ob- 
tiennent des valeurs diflérentes de zéro, il suflit d’exami- 
ner si ces valeurs sont des quantités de même signe ou de 
signes contraires; c'est-à-dire si le produit yy” est positif 
ou négatif. En effet, en supposant très petit la diflé- 
rence d entre l’'ordonnée de la courbe et celle de la tan- 
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vente est (n° 118) de même signe que y”. Or pour que la 
courbe tourne sa convexité vers l’axe des x, ilfaut, 1° si y 
est positif que la courbe soit au-dessus de sa tangente ou 
que d et y" soient positifs; 2° si y est négatif, que la courbe 
soit au-dessous de sa tangente ou que d et y” soient négatifs : 
au contraire, pour qu'une courbe tourne sa concavité vers 
l'axe des x, il faut, suivant que y est négatif ou positif, 
que la courbe soit située au-dessus ou au-dessous de sa 
tangente, c'est-à-dire que d et y” soient positifs dans le 
premier cas et négatifs dans.le second. Donc, etc. 

125. Quand on veutfaire l'analyse d’une courbe donnée 
par l'équation f(x, y)—0, examiner sa nature, ses pro- 
priétés, etc., il faut, 1° chercher les points où elle rencon- 
tre les axes ; 2° quand on le peut, résoudre l’équation pour 
en tirer une ou plusieurs valeurs de la forme y = F(x), 
Y =f(x); chacune de ces dernières équations représen- 
tera une branche de la courbe donnée : il faut au moins 
déterminer autant que possible combien de valeurs de y 
répondent à chaque valeur de x, ou combien de valeurs 
de x répondent à chaque valeur de y ; 3° examiner entre 
quelles limites les coordonnées sont réelles, etsi la courbe 
a des branches infinies ; 4° calculer, en prenant la dérivée, 
l'angle que la tangente fait en général avec les axes, fixer 
les points où cette tangente est horizontale ou verticale, 
s’il y a des maxima ou des minima; 5° trouver s’il y a des 
asymptotes et quelle est leur équation ; 6° voir enfin si elle 
admet des points singuliers, et de quelle nature ils sont. 

1* Exemple : Discuter la courbe 


y— 3axy + x — 0: 


Cette courbe ( fig. 11) s'appelle le folium de Descartes : 
1° elle rencontre les axes à l’origine seulement; 2° à chaque 
3 


valeur positive de x, depuis x —0 jusqu'à = a V4, ré- : 
3 , 


pondent trois valeurs de l’ordonnée y ; depuis x — a V4 
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jusqu'à x — æ, une seule des valeurs de y est réelle, les 
deux autres sont imaginaires ; enfin, à chaque valeur né- 
gative de x répond une seule valeur positive de y; qui 
croit indéfiniment avec x : 3° la courbe à deux branches 
infinies, situées l’une au-dessous, l’autre au-dessus de 
l’axe des x : 4° la tangente en un point quelconque fait, 
avec l’axe des x, un angle + déterminé par l’équation 
AY LP, 


tan LR ES D PS 
ë re — 47° 


la tangente est horizontale à l’origine et au point qui a 
3 3 


pour coordonnées x — a V4, y = aV”2: cette dernière 
ordonnée est un maximum ; la tangente est verticale à l’o- 





3 3 

rigine et au point X = à V4,7 — a V2 : 5° la courbe a, 
comme nous l’avons déjà prouvé, une asymptote dont l’é- 
quation est y = —-*x — a : 6° l’origine est un point dou- 
ble ; les deux tangentes en ce point sont l’une verticale, 
l’autre horizontale : 9° si l’on prenait pour axes des coor- 
données une parallèle et une perpendiculaire à Fasymp- 
tote menée par lorigine, l'équation de la courbe devien- 
drait 


y°(3a + 3zV/> )— 3ax? — 33/9; k 


à chaque valeur de x répondraient deux valeurs de Ÿ 
égales et de signe contraire; l'axe des x serait un axe 
principal. 


pue Exemple : Discuter la courbe 
Yi— 06a?77? + 1io0ax?—xi—o. + 


Cette courbe ( fig. 12), 1° rencontre l'axe des x à l’ori- 
gine et aux points x = + & V'10, l'axe des y à lorigine 


et aux points y = +4a V763; 2° En résolvant, par rap- 
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port à y, on trouve 
Y — + V48a2+ V/{x — Ga)(x+6a)(x—8a)(x -+-8a): 


3°. Depuis x = o jusqu'à x — 64, à chaque valeur de 
x répondent quatre valeurs de y égales deux à deux, et 
de signes contraires ; depuis x — 6a jusqu’à x = 8a, 
l’ordonnée est imaginaire; la courbe n’a qu'un point 
dans cet intervalle; depuis x — 8a jusqu'à x — 104, 
l’ordonnée reprend quatre valeurs réelles; enfin, depuis 
x = 104 jusqu à x — œ, deux seulement des valeurs de 
> sont réelles; la courbe s'étend à l'infini au-dessus et 
au-dessous de l’axe des x ; elle est symétrique par rapport 
aux axes qui sont des axes principaux; la portion à gau- 
che est entièrement semblable à la portion située à droite : 
4°. La touchante, en un point quelconque, fait avec 
l’axe des x un angle dont la tangente trigonométrique est 


dy? x — Soa?x 
TE UTS 


PR DOM ON TT 4aV’6, la tangente est hori- 
zontale; elle est verticale aux huit points qui ont pour 
coordonnées 


x— + 04, cg 3; æ——6a, r=+iav 3, 
z—+8a, y—=+haV 3; 2——Sa, y ——+iaV 3: 


5°. La courbe a deux asymptotes passant par l’origine, 
qui est son centre, et dont les équations sont y = x, 
y = — x. De sorte que leur position est indépendante de 
la constante ou du paramètre & : 6° l’origine est un point 
double; à ce point la courbe est touchée par deux droi- 
tes faisant avec l’äxe des x des angles dont les tangentes 
trigonométriques sont respectivement égales à + V7 


et— 1/21; la courbe a, de plus, quatre points d’inflexion 
qui sont clairement indiqués par la marche de ses bran- 
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ches ; mais 1l serait difhcile de déterminer leurs coordon- 
nées, à cause du degré élevé de l’équation dont elles sont 
racines. 

3" Exemple : Discuter l'équation 


ÿ = b + c(x—a}"; 
déterminer sa nature et ses points singuliers suivant que 
mn sera un nombre pair 27, ou un nombre impair 272 +1; 


ou une fraction de dénominateur pair et de numérateur 


. 0 27 I L # « 
impair _. ou une fraction de numérateur pair et 
p ? 


, 1 ; i on $ 
de dénominateur impair ———, ou enfin une fraction 


2p +-1 
271 


2p +1 
fois impairs. 


dont le numérateur et le dénominateur soient à la 


4° Exemple : Discuter la courbe 
yÉ— x + 20x27 = 0. 

Ceite courbe ( fig. 13) est formée de deux parties situées 
l’une au-dessus, l’autre au-dessous de l’axe des x, et sy- 
métriques par rapport à l’axe des y ; la première branche 
touche à l’origine l’axe des x, la seconde a pour tan- 
gente l’axe des y; l’origine est pour la courbe un point 
triple, et pour la branche inférieure un point de re- 
broussement; l’une et l’autre partie ont pour asymptotes 
les deux droites 


b b 
AT di de RES EN NE. 


qui rencontrent l’axe des y au même point et font, avec 
l'axe des x, un angle de 45°. 


5me Exemple : Discuter la courbe 
YÉHxi— 2ay — 2bx?y — 0. 


L'origine est ( fig. 14), pour cette courbe, un pointtriple. 


VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 225 

6% Exemple. Discuter la courbe 
Yi 22772 + xi — Gary? — 2ax + 2x2 —o | fig. 15). 
L'origine et le point y—0, x—a sont deux points doubles. 

124. L’arc s d’une courbe f(x, y)—0,ouy—F(x), 
compté à partir d’un point fixe quelconque À jusqu’au 
point M, est évidemment une fonction de l’abscisse x de 
ce point. Cette fonction, comme nous le verrons par la 
suite, est très difficile à déterminer : on n’y parvient que 
_ dans un très petit nombre de cas; mais il n’en est pas 
ainsi de sa différentielle, que l’on obtient très facilement 
et dans tous les cas possibles. En effet, considérons sur la 
courbe ( fig. 16) un deuxième point M” dont l’abscisse soit 
x+Ax, MM'— As sera l'accroissement de l’are AM—s; 
on pourra d’ailleurs prendre Ax assez petit pour que 
dans cet intervalle la fonction dérivée y" — F'(x) ne 
changeant pas de signe, l’are MM soit convexe. 

Cela posé, menons la tangente au point M, elle fera 
avec l’axe des x un angle NMQ — 7 dont la tangente 
trigonométrique, le sinus et le cosinus sont 


4 I 


À 
Y! LE ——— TS à 
Vars Vas 
Prolongeons enfin cette tangente jusqu’à ce qu’elle ren- 
contre en N l’ordonnée M'P’, prolongée s’il est'néces- 
saire. L’arc convexe MM est plus grand que la corde 
MM'et plus petitque la ligne enveloppante MNM'; on a 


donc 


Or 


D M 
MM'=V/ar ay", MN = NH AxV ir, 


NM’ =NQ— M'Q — MQ tangNMQ—M'Q = y'ax — 47; 


MmM'> MM’, MM’ MN + NM. 


on aura donc, en substituant, 


As >> V'az HAN, 45 axV 17? + y'ax — NA 


T7. 15 
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et par suite 

AS AY \Ÿ? AS AY 
Re (ee VE SE 


À la limite, les seconds membres de ces deux inégalités de- 
viennent ce entre eux et égaux à 


dy 
Vs+(£) a eo 
on aura donc aussi 
AS CA — 
h Cr — — VORVE (Z — lu 
ds AT = + We Se 
ds = dx V 1+7" — A 


Telle est donc la différentielle de l'arc d’une courbe quel- 





= V1; DU 


conque, considéré comme fonction de x. Mais ce que nous 
venons de trouver n’est que la valeur absolue de ds ou de 
ds 


Tri € effet, V/x +7" est une quantité essentiellement 


Fig ; ds 4 4 ; 
ositive, tandis due — sera positif ou négatif suivant que 
pe à | dx B 8 q 


l’arc croîira ou décroîtra quand Pabscisse augmentera, 
c’est-à-dire suivant que les arcs seront comptés dans le 
sens des x positifs ou dans le sens des x négatifs ; on devra 
donc écrire généralement 

ds | — 

= +7, ds — "+ V/dx+dy?, 

- % 

et l’on prendra le signe +, si l’arc croît avec l’abscisse, 
le signe — dans le cas contraire. 


Corollaire 1°. Re ce que nous venons de voir, 


AS | 
mn. —— — 1;ilest donc vrai de dire que lors- 


V' Ax?+Ay* 
qu'un arc de courbe devient infiniment petit, le rapport 
de cet arc Às à sa corde}/Ax° + Ay° devient égal à à l’u- 
nité. | 
195. Corollaire 2°, Désignons par &, 6 les angles for- 
més avec les demi-axes des coordonnées positives par la 
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tangente prolongée dans le sens de la corde MM”, on aura 


: AT À A 
cos az — lim. RP eee .cos6—= lim. —— "7, 
V/Aax?+ay* V'az?Lay: 


ou 


dx dy 
à COS GC = —"  —; 
Vds Han V/dx? +dy* 


si dans ces équations on substitue au radical V dx? + dy* 
sa valeur + ds, on trouvera 

dx dy 

cosæ = —, cos =: 

Fra [me 2 
on devra prendre le signe + ou le signe — suivant que 
la tangente aura été prolongée dans le mème sens que 
l’are s , ou en sens contraire. En effet, si la tangente est 
prolongée dans le sens de l’arc, cosæ sera positif si l'arc 
croît et décroît avec l’abscisse, négatif dans le cas con- 


- - dx s . . . 
itraire. Mais 7; > Comme nous l’avons dit, est aussi positif 
ds 


dans le premier cas, négatif dans le second; on a donc 
toujours dans cette hypothèse 


dx 
ds? 


: d 
et par suite  cosé — 2 


COSz — - 
| ds 


Au contraire, si la tangente est prolongée en sens con- 
traire de l'arc, cos & sera négatif si l’arc croît et décroiît 


avec l’abseisse, positif dans le cas contraire; mais Ha St 


pare . . s = # : 
positif dans le premier cas, négatif dans le second; on de- 
vra donc prendre 


dy 


coS:2———, etparsuite cosé — ns 
s 


ds ? 





ht me 


14 
QT 
L2 

‘ 
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De ja courbure , du rayon et du centre de courbure d’une courbe plane. 


126. Soit R le rayon d’un cercle qui ( fig. 17) touche 
la droite AB au point M. Si le rapport = diminue , C'est- 


à-dire si le rayon R augmente, la portion de la circon: 
férence qui avoisine le point de contact s’approchera sans 
cesse de la droite AB, sa courbure diminuera; cette cour- 
bure serait même sensiblement nulle et le cercle se con- 
fondrait sensiblement avec la droite AB si le rayon R était 
I 
R 


L] L 2 [ ? L1 L2 - 
traire, si à augmente ou si le rayon diminue, la courbure 


très grand, ou le rapport — sensiblement nul. Au con- 


du cercle augmentera, il s’éloignera de la droite. La cour- 
_bure d’un cercle augmente donc ou diminue en même 


; 
temps que le rapport —; dès-lors il est naturel de pren- 


dre ce rapport pour la mesure de la courbure, 

Soient d’ailleurs x, y les coordonnées d’un point quel- 
conque M du cercle; + l’inclinaison de la tangente en ce 
point ; s l’arc compris entre un point fixe et le point (x, y); 
enfin Ax, Ay, At, As les accroissements que prennent 
ces diverses variables quand on passe du point (x, y) à un 
second point M" ou (x+Ax, y + Ay) assez rapproché 
pour que l’inclinaison croisse ou décroisse toujours dans 
l'intervalle de x à x + Ax. 
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Cela posé, si ( fig. 18) nous menons la tangente au point 
M et les deux rayons CM, CM, on aura immédiatement 


MM'——Has, T'NM' —MCM' = ar; 


et puisque l’arc est proportionnel à l’angle au centre 
I AT 
ASE EI RAr, = — + — 

TR AS ? 


| : 
la courbure d’un cercle mesurée par FE °° donc aussi re- 


, , AT : 
présentée, en valeur.absolue, par le rapport = 3 et comme 
I 


cette courbure et F 


sont des quantités essentiellement po- 
e g ,’ . 97 - JT AT . 
sitives, il est évident que dans l’équation = = + — il 
, R AS 
faudra prendre le signe + si l'arc s et l’inclinaison + 
croissent et décroissent ensemble, le signe — dans le cas 
contraire. | 


127. Concevons maintenant qu'il s'agisse non plus d’un 
. , AT 

cercle, mais d’une courbe quelconque, le rapport xs ne 
Ss 

sera plus dès-lors toujours égal à une quantité constante 


1 . 0 x e . « - 
p> Mais variera, au coniraire, d’un point à l’autre sur la 


courbe dont il s’agit; l’analogie nous force à reconnaître 
que ces variations ont quelque rapport avec la courbure 
de l'arc s. Il est du reste évident que plus, pour une 
même longueur de As, l’angle At de deux tangentes con- 
sécutives ou l'angle de contingence sera grand, plus la 
courbe s’éloignera de la tangente au point M, plus sa 


PAC AT 
courbure augmentera , et réciproquement ; le rapport "y 


est donc lié avec la courbure de la courbe, et nous pou- 
vons appeler ce rapport la courbure moyenne de cet arc. 


230 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
De plus, sile point (x+ Ax, y +Ay) vient à se rappro- 
AT 
cher indéfiniment du point (x le rapport t— conver- 
point (x, y), le rapport 
4 r . . r . r +2 te dr 
gera en général vers une limite déterminée et finie + A 
cette limite qui, quand Ax est très petit, est sensiblement 


Lé A AT A 4 À | 
égale à + xs 6St donc liée elle-même avec la courbure de 


la courbe, et nous conviendrons de la prendre pour me- 
sure de cette courbure au point (x, y). 

128. Aux points très voisins M et M'(j1g. 19), menons 
deux normales consécutives qui se rencontrent en C; la 
distance MC —r sera sensiblement égale, et, si l’on passe à 
la limite, rigoureusement égale au rayon d’un cercle qui 
aurait pour centre le point de rencontre des deux nor- 
males, et qui aurait même courbure que la courbe. En 


effet, dans le triangle MCM l’angle CM'M sera Tui- 
A . . » A FT * , 

mème sensiblement droit et égal à : Æ 'e, ‘ete 

. r * . 0 7 e : 1 
quantité très petite qui s’évanouit avec Àx ; de plus, l'angle + 
MCM'— Ar : on aura donc, en comparani les sinus des 
angles aux côtés opposés, 

27 \ 

sin{ - He 
( AU sin + Ar 





r TP V'ax 21 A 7° À 
et l’on conclura, en passant à la limite et en appelant b la 
limite de r, 


or il résulte évidemment de cette équation que p est le 

L] . dr -. LA 

rayon d’un cercle dont la courbure serait 75 OU Qui aurait 
s 


même courbure que la courbe proposée. Ce rayon, porté 
à partir du point M, sur la normale passant par ce point 
et prolongée du côté de la concavité, est ce qu’on nomme 
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le rayon de courbure de la courbe proposée relatif au point 
dont il s’agit. Son extrémité, qu'on peut regarder comme 
le point de rencontre de deux normales infiniment voi- 
sines, s'appelle le centre de courbure. Enfin le cercle qui 
a ce dernier point pour centre, et le rayon de courbure 
pour rayon, se nomme cercle de courbure ou cercle oscu- 
lateur. Il touche évidemment la courbe donnée, puisqu'il a 
même normale et même tangente, il a la mème courbure 


qu'elle, et tourne sa concavité du même côté. 


dr 
129. La courbure Ts €t le rayon de courbure » peuvent 
. [4 < k : 


ètre présentés sous diverses formes qu'il est bon de con- 
naître. 


1°, En prenant x pour variable indépendante, on aura 


lang r cry ire AE arc tang ÿ’, 


/ 


=, dx, ds = +EdxV 1i+7y", 


et par suite, l'équation 





lieu dr. 
nr 
_ donnera 
LL + T om PE SAN D M me SAC 
P (x y?) SéC Tr 
d’où 
PACS 
PES der 
1 Ya 


A l'inspection de cette dernière formule on reconnait im- 
médiatement, 1° que la courbure devient nulle et le rayon 
de courbure infini toutes les fois que y” se réduit à o : alors 
le cercle osculateur se transforme en une droite et se con- 
fond avec la tangente. C’est ce quia lieu, par exemple, 
pour tous les points d’inflexion dans le voisinage desquels 
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les fonctions y' et y” restent continues pär rapport à x. 
2° Si pour un certain point la valeur de y” devenait infi- 
nie, sans que la tangente füt perpendiculaire à l’axe des x, 
la courbure serait elle-même infinie et lé rayon de cour- 
bure s’évanouirait; 3° si les quantités y’, y” devenaient 
s 

toutes deux infinies, la fraction — se présenterait 
sous une forme indéterminée; mais on pourrait fixer sa 
véritable valeur à l’aide des, principes que nous avons éta- 
blis; 4° si l’une des fonctions y’, y” devient discontinue 
et change brusquement de valeur, il en sera de même du 
rayon de courbure; cette circonstance peut se présenter, 
par exemple, aux points saillants d’une courbe. 


Exemples : 
I 
Vi #( + arc lang ) : 


: j 
4 = + arc tang = ). pour x=—o. 
É #8 . 


Si l’on se rappelle que la normale N est égale à 








Er ra 
COST IV ir / 
on trouvera 
se 3 OU 
Ni= »(1+ 7"). ; GRAN 
3,7 3 
= et >» P— > 7É] 
e N Se 


on détermine facilement, à l’aide de cette dernière équa- 
tion, les rayons de courbure de plusieurs courbes. 

1% Exemple : 

| = 2px + qæ*. 


Cette courbe sera une ellipse, une parabole ou une hy- 
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perbole, suivant que la quantité q sera négative, nulle, ou 
positive. 
En diflérentiant cette équation, on trouve 


JI =p+gqx, ÿy" —=p + 2pqx+qr  —=pP+qr?, 
3 f 


= +9; "y! = 2 





5. TAN: 





N° ; 
= donnera donc p a Si l’on re- 


l'équation CT 
met pour NN sa valeur 


N=V + =[p ++) T 


on aura 


HG +) Log) (pete) 
2} | F? 


Si dans cette formule on fait x — o, il vient p — p. 
Aïnsi, dans l’ellipse, la parabole et l’hyperbole, le rayon 
de courbure correspondant à l'extrémité du grand axe, 
ou à l'extrémité de l’axe réel, est équivalent à la quantité 
p qu’on nomme le paramètre. 
Si la courbe proposée se réduit à la parabole y?=—2px, 


onag—o,et 
2x \* 
=p(i+À) . 
TL 


2% Exemple : L’ellipse ou l’hyperbole . HER 


Jos 











On trouve 
x YYr’ ’ pb: L'oBeS 5 b4 
RE —— 2 — 4 FA — — 
arr ips LE TPEP 4 ai Een AREA 4 + a2y3? 
ne, bi Ni 
PE 
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puis, en remettant pour Nsa valeur, 


b2 \3 b? a? z 
Cette), 10 
dans ab rs ab 

° g . ‘ . . , . ? d 
Si l’on considère en particulier l’ellipse 2 + e — 1, on 


trouve, pour le rayon de courbure à l'extrémité de l’axe a, 


2 


P= — et pour le rayon. de courbure à l’extrémité de 
; a? | 
l'axe Bip 3: 


3e Exemple : La eycloïde. Nous avons trouvé 


PA 0 
r# 
d’où 
2B | 
MA NE ET 30 y = Ry 7 N°, 


et par suite, 
Do. 


Aïnsi, dans la cycloïde, le rayon de courbure est double 
de la normale; par conséquent ce rayon de courbure s’é- 
vanouit avec la normale, et la courbure estinfiniedans tous 
les points où la cycloïde rencontre la base, c’est-à-dire: 
dans tous les points de rebroussement, tandis qu'à chacun 
des sommets le rayon de courbure devient égal au double 
du diamètre du cercie générateur. 

130. Si l’on cesse de prendre l’abscisse x pour variable 
indépendante, on trouvera 


dx d? y —dyd?x 
dx? + dy? 


nes Op 


. ds = "#+V/ dx +dy!, 
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; : I dr : 
et l'équation - = + 7 donnera 
NV à 


d 
RTE or Ad is 


3 3 
i (dx®+ dy?) ds 


Dans le cas particulier où l’on prendra l’arc s pour varia- 
ble indépendante, l'équation dx? + dy° — ds? donnera 


dx d?x + dydy = 0, 


et l’on en conclura 








ré CRT dx _dxd'ydyd?x V(dx) + (d'y) 
2 NE ay. dx? + dy? pre V/dx? + dy° 


on aura donc dans ce cas 


LV +7} [5 nées È 


pr. ds? ds? ds? 





131. Lorsqu'on veut appliquer ces formules à la déter- 
mination du rayon de courbure d’une courbe, il faut 
commencer par exprimer les différentielles dx, dx, dy, 
d’y, en fonction des coordonnées et de la différentielle 
dela variable indépendante. On se trouvera dispensé, dans 
chaque cas particulier, de faire un calcul de cette espèce, 
si l’on emploie la formule générale que nous allons établir. 

Soitu— f (x,y)—=o, l'équation de la courbe donnée : 

‘onaura, en diflérentiant deux fois, 








du du 
rs nn 7) 
. dx + à YHED, 
du du / d?u 24 d°?u \ 
— dx + — d'y —=— 2 + xdy +-- : 
Lx dy. \1da? APE À dy ? 4 ) î 
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et par conséquent 
| À 
dy __ dx dyd’x—dxd?y "à (dx? +dy?)°. 
A Ne du | du à x 


du % 
6e | dx in ner ner | du \? du \27? 


? 





; 2Ÿ? 
day deg (Para + Par) 
î Le EN) \ dx dy 
 L\az, rh 
dxd2y7—dyd'x= + +de) (ge 2 LASRE d +Fd) 


[ECTS 


En substituant dans la valeur de p et remplaçant les dif- 


férentielles dx, dy, par les quantités proportionnelles 
du du 


—,— ——, On trouvera définitivement 
dy dx 


QE 4 du d?u ‘du\? d?u 
+ dx? dx dy dxdy (2 dy? 


P du \? du \? El 
AE 

Si les variables x, J étaient séparées dans l’équation 

Hi OC 'est-à-dire si la fonction w se eomposait de deux 


Ms dont l’une renfermät la seule variable x, et l’au- 
tre la seule variable y, on aurait 


d?u 
dxdy 


du\?d?u (a 1d?u 
FR le) CS 
DT du? du 

[) EE a) Ï 


Si l’on applique cétte formule aux courbes citées plus haut, 


2107 


et 
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on retrouvera immédiatement les valeurs déjà obtenues 
pour p. 

Nota. p est une quantité absolue, une longueur ; il fau- 
dra donc, dans les équations qui précèdent, réduire le 
double signe + au signe + ou au signe — , de manière à 
obtenir pour p une valeur toujours positive. 

152. Si (fig. 20) à partir du point (x, y) on porte sur 
la courbe donnée et sur sa tangente, prolongée dans le 
_sens de l’arc s, des longueurs égales et infiniment petites 


MM', MM,, représentées pari, on trouvera, pour les. 


coordonnées de l’extrémité M, de la deuxième longueur, 
+i TR 
Li; = TL Had — (ren 
. . PAR é ds ? 
2° pour les coordonnées de l'extrémité M’ dela première, 


dx LT 
fus ere à 
& PUR Na Hi) 





. dy j 
J'=y +i + — (+ ): 


Let J désignant des quantités infiniment petites; car en 
supposant que les coordonnées x et y étant exprimées en 
fonction de l’arc s pris pour variable indépendante, on ait 


T—® (s), Y — x(s) 
les coordonnées x, LA correspondantes à às + z seront 


# 


d'=p(e+i)=e() Hg (+ — Ce”(s) +1] 


dx i3> (de 
Mer er ar (+1) 


J'=x(s+i= x(s) + ix’ (5) + — D” (9) +3] 


\ 


+3). 


ds? 





4 Fay a? 
A3 Mr VEuRS Sur” 


L 
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Cela posé , 1° la droite M,M qui jeindra les extrémités de 
ces longueurs, sera sensiblement perpendiculaire à la 
| tangente, ou sensiblement normale à la courbe. En effet, 
en appelant &,, 6, les angles que cette droite fait avec les 
axes des x et des y; «, 6'les angles de la tangente avec 
ces mêmes axes, O1 a | 


_ COS x cosé, 

— = ——— , 

x'_T, ra Ts 
ou, à très peu près, 





COS æ; cos 6, 
dir © diy? 
ds? ds? 
on a d’ailleurs rigoureusement 
cOSæ cos 6 
ALT AY 


De plus, en différentiant l'équation dx? + dy? = ds?, et 
regardant l'arc s comme variable indépendante, on aura 
dxd?x + dyæ y = 0, 
et en substituant pour dx, dy, d°x, d’y, les quantités 

proportionnelles | 
COSæ, COSÉ, COS æ;, COS6,, 
cosæ cos æ&, + cosé cosé, — 0: 
or cette dernière équation exprime que la droite M,M” 
est perpendiculaire à la tangente; donc, etc. 
2°. Si nous appelons d la longueur M,M', nous aurons 


= [CEE +) + (ET 








et par suite 
1 V7 


de Ÿ = — lim. 29 
és) +(G)T 
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Mais en. prenant, comme nous l'avons supposé, l’are s 
pour variable indépendante, et désignant par p le rayon 
de courbure, on a 





on aura donc 


En conséquence, pour obtenir le rayon de courbure d’une 
courbe en un point donné, il suflit de porter sur cette 
courbe et sur sa tangente prolongée dans le même sens, 
des longueurs égales et infiniment petites, et de diviser 
le carré de l’une d’elles par le double de la distance com- 
prise entre leurs extrémités; la limite du quotient est la 
valeur exacte du rayon de courbure. 

Corollaire. En appelant À, x les angles que fait avec 
les axes la normale à la courbe, au point x, y, et remar- 
quant que ces angles sont, comme on vient de le prouver, 
sensiblement égaux à «&,, 6,, ousont les limites des deux 
angles &;, 6,, on trouvera rigoureusement, en prenant 
l'arc s pour variable indépendante, 














COS À _ COS I AG 
d?x RE d?y EE { dy 2 ER 
ds? ds? \ ds.) \ ds? ) 

a d?y 








et par suite cosa = Ep COR CE p 


ds? © ds? 

133. Le centre de courbure correspondant à un point 
(x, y), sera placé par rapport à ce point du côté des y 
positifs, ou du côté des y négatifs, suivant que la valeur 


d r , . 
du rapport _— tr étant l’angle de la tangente avec le demi- 
T 
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axe des x positifs, déterminé par l’équation tang r — “2 k 
sera elle-même positive ou négative. En effet, le centre 
de courbure étant le point d’intersection de deux nor- 
males infiniment voisines, il est clair que la courbe tour- 
nera louüjours sa Concavité vers ce même centre. Or la 
courbe tourne sa concavité du côté des y positifs lorsque 
la valeur de y” est positive, du côté des x négatifs dans 
le cas contraire ; donc aussi le centre de courbure sera 
situé par rapport au point M du côté des y positifs, ou du 
côté des y négatifs, suivant que la valeur de y” sera posi- 
tive ou négative. 
dr La 


D'ailleurs, l'équation == — TA Nous CHERE 


dr VUE y A Ls . 4 
7 City étant des quantités de même signe, on pourra 


évidemment consulter le signe de la première au lieu du 
signe de la seconde ; donc, etc. 
Il est bon d'observer, 1° que la valeur et le signe du 


t “e restent les mêmes quelle que soit la variable 
rapport 7 e q q 


indépendante ; 2° que ce que nous venons de dire s’appli- 
que non-seulement à l'angle +, mais encore à l’un quel- 
conquedesangles déterminés par l'équation 0 —arctang y", 
qui ne difièrent de r que par des quantités constantes. 


pq s— 
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VINGT-QUATRIÈME LECON. 


* Détermination analytique du centre de courbure.— Théorie des développéés 
et des développantes. 


154. Soit p le rayon de courbure d'une courbe plane 
correspondant au point (x, y), et £, nles coordonnées du 
centre de courbure : ce centre n'étant autre chose que 
l'extrémité du rayon p porté sur la normale à partir du 
point (x, y), et du côté vers lequel la courbe tourne sa 
concavité, ses coordonnées £, » vérifieront l'équation de 
la normale: on aura donc 

(E—z)dr +(5—r)dr —o, 
et de plus 
(E—zP+(n—7) =r; 
on tre de ces équations 


1 
Ex 7 ER [Exp Hs —rP} ru 


dy pe dx PE. j / dr - dy? | 1 
Tri | 1 7 
n avant égard à l'équation - — + —. et se rappelant 
En ay g qu En PP 
que le centre de courbure sera situé parrapport au point 
(x, y), du côté des y positifs ou négatifs, ou que la -dif- 





L ‘ à dr 
férence y — » sera négative ou positive, suivant que rs 
5 T 
sera une quantité positive ou négative , et que par consé- 
dr . » . . 
quent y — net er sont des quantütes de signes contraires, 
IT SES - 
TE 16 
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on trouvera 








Ex nom 

dy dx dr” 
dy . dx 
PA dt FO 


Ces deux équations serviront dans tous les cas à détermi-. 
ner les coordonnées £, n du centre de courbure. Si lon 
prend x pour variable indépendante, on aura 


/ 








de hé dr. dr dx voi c£ LA 
dx  1+72? dy dxdy y’ + y'2? 
rene) re 
E— x — — 7] ); 1) — 7 ; 
si r 


Si l’on cesse de prendre x pour variable indépendante, 
l'équation tang rt — y" donnera 


du Si d dy  dxd?y — dy d?x 


cos r”" dr D dx? $ 
NU I dx dy — dy d?x dx d?y — dy d?x 
FT itangr dx? dr Rd ? 


et.par conséquent 


dx? + dy° 


dx? + dy? 
— D = y © 4 = dx = — © —— |. 
PE V'Axdy — dy d°x’ KT © dx dy —dyd'x 


Multipliant la première de ces équations par dx et la 
seconde par d?y, et ajoutant, on trouverait 


(E— 2) de + (ny) dy = de + dy = d#, 
OÙ 
d?x 


ds 


en 
+ (1—7) ar Ma 





(ë— 2x) 


Il serait facile d'établir directement cetteéquation, qu'on 
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peut mettre sous la forme 














x — d?% d? 


, . &— Y—T … . A ï 
en effet, “RER et 0? aInSiQUE p D, P 7 EXPri- 


ment également, lorsqu' on prend l'arc s pour variable 
indépendante, le cosinus des angles À, & que la normale 
prolongée vers le centre de courbure fait avec les axes ; 
de sorte que l’équation précédente se réduit à l’équation 
identique 
COS ?À + COS ?u — 1. 

Dans le cas particulier où l’on prend l'arc s pour variable 
indépendante, les équations 


, dx +018 
£—x =? COS A —P? PAL 7 — Ÿ — p COSu — PF Hs 





donnent, en mettant pour p° sa valeur (n° 130), 


I 
PER 


HE 


\ds° ) \ds? , 
dx? + dy? dx? + dy? 
M D 5 , dx y — ITS à CPP d? 
(dx? + (dy? ‘? (xp + (dy 7: 


155. On peut enfin parvenir à des équations qui ex- 
priment immédiatement Îles coordonnées du centre de 
courbure au moyen des coordonnées x, y et des dérivées 
partielles de l'équation de la courbe, u—0. En effet, les 
équations 

(E—x)dx+(1—7)dy —0, e dx + dy = 0ù 
donnent 
Ga _n—y _ (é—x)d'at+(n—7r)d? >. 
dede. à du 
dx dy de © dy à 
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mais RoUus avons trouvé 











du / d?u }: 
nur ra — dx d 
dr r+ pe FA: a dedy RD dy” 


Per J)d y = dx? + dy? 3 


on aura donc aussi 
Ex s de y dx? + dy? 
Auto S dat OUT 


d?u 
fu cr bas ia 
dx dy es PU 


2 








puis, en substituant aux différentielles dx, dy les quantités 


ASC du l Il 
dy? ——— Tr qui eur sont respectivement proportionne es; 


on trouvera 


ed Gt Ha A 





du — du  {du\?d?u  dudu d’u : { du? d’u 
dx dy _ dx?  — dy® 


AN du\2 
Dh dy | 


lorsque dans l'équation u—o les variables x, y sont sépa- 


2 . 
VA u 2 4 , . 
rées, on a —— == 0, et la formule PRÉ ARSE se réduit à 

$ dxdy à 


(£ =)+ / du \? 
ec LR ANNE dy ) 


TR du ) di du 
— — = + 
dx dy -\dy) dx? =) dy? 


EY+ (ST 


Au moyen de l’une ou de l’autre de ces deux formules, 








« 
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on déterminera immédiatement les coordonnées £, n du 
centre de courbure correspondant au point (x, y) et le 
rayon de courbure p. 

156. Nous avons trouvé que les coordonnées et le rayon 
de courbure vérifiaient toujours les trois équations 


7 oo nt Co Aie EE (é—x)dæ + (y — y )dy =0, 
| (ë—x)d?x + (1 — y)dy Pre dr — dy? =, 


qui sufhisent pour déterminer ces trois inconnues en fonc- 
tion de x, y. Il est essentiel de remarquer que lon re- 
trouve la deuxième et la troisième équation lorsqu'on 
différentie la première et la deuxième , comme si les deux 
inconnues Ë, ”, étaient des quantités constantes. 
Lorsque le point (x, y) vient à se déplacer sur la courbe 
donnée, le centre de courbure se déplace en même temps. 
Si le premier point se meut d’une manière continue sur la 
courbe dont il s’agit, le deuxième décrira une nouvelle 
courbe. Or pour obtenir l'équation de cette dernière, il 
suflira évidemment d'éliminer x, y entre l'équation u — 0 
et deux des équations qui déterminent £, n, par exemple, 


(E—x)dx + {(y—7 )dy 0, (&—x)d?x+4{(y-7)d?y—dx?—dy?—0, 
ou (n° 135) 








dx dr 


L’équation résultant de l'élimination ne renfermera plus 
que les deux variables £, n et représentera précisément la 
ligne qui sera le lieu géométrique de tous les centres de 
courbure de la courbe donnée. En supposant que x, y, 
dx, dy, d’x, d°y, eic., tiennent la place de leurs va- 
leurs en £, n dans les équations (a), ces équations appar- 
tiennent évidemment à la ligne lieu de tous les centres 
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de courbure ; les différentielles de ces équations lui appar- 
tiendront donc également. Or, si l’on différentie les deux 
premières, et si l’on supprime les termes qui s’évanouis- 
sent en vertu de la seconde et de la troisième, on trouvera 


(GE — x) d& + (» — y)dy = pd}, dédx + dydy = 0; 


cette dernière équation exprime que les tangentes menées 
à la courbe donnée par le point (x, y), et à la nouvelle 
courbe par le point (£, n), sont perpendiculaires entre 
elles , ou que la normale à la courbe donnée est parallèle 
à la tangente à la seconde courbe. Par conséquent, le 
rayon de courbure qui coïncide avec la normale, et vient 
aboutir au point (£, n), sera en ce dernier point tangent 
à la seconde courbe. 

De plus, si l’on nomme 5 l'arc de cette nouvelle courbe 
compris entre un point fixe et le point mobile £, n, on 
aura 

dË? EL dy? = de?, 


et l’on tirera des équations 


(EÉ— x) dz+(n1— 7) dy — 0, dédx + dydy —0, 
(&— x) dé + (1 — y) dy = pdf, 


dE dr _(E—a)dé+(1—r}é | Vdë+dr 
Ex n—Y p? = TL ; 
ns de 2 RUE 
; ? 


On trouvera par suite 
dp EC de Ad{l Tv) = I0N 

ou en faisant, pour plus de commodité, pTo=œ(x), 
pd 0, #()=0, 


La dérivée de la fonction o(x) étant toujours nulle, 
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cette fonction sera constante et son accroissement tou- 
jours égal à zéro, puisque Pon a 


ag(x) = p(x ax) — p(x) = p'(x + Vax)ax = 0; 
on a*donc enfin Ab Ao—o, Ap—#Aco. 


Cette équation prouve que l'arc Ac renfermé entre deux 
points de la nouvelle courbe est égal, au signe près, à la 
différence des rayons de courbure qui aboutissent à ces 
deux points. Ajoutons que le signe du deuxième membre 
de l'équation Ab — + A5 sera le signe du deuxième mem- 
bre des équations 





de do p 
” ; dä dy dry 
Les premiers membres , —— sont les cosinus des angles 
g q 


que fait avec les axes la tangente à la nouvelle courbe pro- 
longée dans le sens de l’are ©; les seconds membres 
e 
EX. y— ; | 

, 7% sont les cosinus des angles que fait avec les 

P f 

mêmes axes le rayon de courbure mené du point (x, y) au 
point £, n; on en conclura facilement que l'arc © et le 


rayon p croîtront simultanément ou que l’on aura Ap— A5, 








si la tangente à-la nouvelle courbe prolongée dans le sens 
de l'arc &, coïncide non pas avec le rayon p, mais avec le 
prolongement de ce rayon au-delà du point£, n, tandis 
que dans l'hypothèse contraire le rayon p venant à croître, 
Varc oc diminuera, et l’on aura Ap——A5. 


137. Cela posé, eoncevons ( fig. 21) qu'un fil inexten- 
sible, fixé par une de ses extrémités a, et d’une longueur 
égale à celle du rayon de courbure, soit d’abord appliqué 
sur ce rayon; puis que ce même fil restant toujours tendu 
vienne à se mouvoir de telle sorte qu’une partie s’enroule 
sur l’arc + A5 compris entre le point sou (£, ») et le 
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point u ou (Ë + AË, n + An). L'autre partie qui restera 
droite et touchera la nouvelle courbe CC’ au point", aura 


évidemment la longueur du rayon de courbure à ce point, 
puisque dans le cas dont il s’agit 


AG ——— Af, Me =M pe — pue! — p— Ar — p + Ro e PF 


et par conséquent celle des extrémités du fil qui coïnci- 
dait d’abord avec le point Mou(x, y) coïneidera actuelle- 
ment avec le point M'ou (x + Ax, y + Ay) situé sur la 
courbe AA’; comme notre raisonnement subsiste, quelle 
que soit la longueur de l’are Ac, nous devons en conclure 
que le fil inextensible, en même temps qu’il s’enroule 
sur la nouvelle courbe, décrit, par son extrémité mobile, 
la courbe donnée. 

La même courbe se trouvera encore décrite, maïs en 
sens contraire, si, après s'être enroulé sur l’arc + Av, le 
fil se meut de maniëére à revenir à sa position primitive. 
Dans ce mouvement, la portion du fil qui s'était appli- 
quée sur l'arc + Ac se développera de nouveau en ligne 
droite. On appelle développée d’une courbe donnée AA’, 
la courbe CC’ dont les arcs se développent en ligne droite 
sur le rayon de courbure de la première, et qui, comme 
nous venons de l’expliquer, peut servir au tracé de la 
courbe donnée AA”. Au contraire, la première courbe dé- 
crite par l'extrémité mobile du fil enroulé sur la seconde 
est la développante de celle-ei. 

138. 1° Application. Supposons qu'il s'agisse de trou- 
ver le lieu des centres de courbure de la cycloïde, repré- 
sentée par le système des équations 


ZX == R(« — sino), 3 eh AO sy COSw), 


nous prendrons, pour éliminer x, y, les deux équations 


d dx 
PE me ee y Ÿ ie; 


dr” 
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dans le cas dont il s’agit 





dy Rsino sin w 
tangr EE © °© 2x — 
dx  R(1—cose) 1 — coso 
. &@ &@ 1] 
2 Sin — COS — cos — 
“ 5) 2 2 \ &@ 
an ss 2 COt ; 
[2 æ - © 2 
2, Sin ?— sin — 
2 2 
T = () 





ce qui exige que 7 soit de la forme + 77 + > on 


aura donc 





r = Enr PS ep et FE ee do, 
2 2 
d : dx 
Se = — 2R SIN © , a = 728 (1 — cosa), 


et par suite 
= x + 2R sine — R(o + sin), 


y=Y— 2R(1 — cose) — —R(r —- cos w); 


si nous posons 6 — & +7, il viendra 
E— TR —=R(o —sine), y 4 2R=R(1 — cos’). 


Telles sont les deux équations dont l’ensemble représen- 
tera la développée, ou qui, par l'élimination de x, con- 
duiront à l'équation de la développée. Cette courbe passe 
évidemment par le point qui, répondant à6—6,0 =, : 
a pour coordonnées £ = TR, n — —2kR, et n’est autre 
chose que le centre de courbure correspondant à l’ordon- 
née maximum de la première branche de la cycloïde. 
Transportons l’origine en ce point, en changeant £ en 
E+rR,nen n— 2R : les équations de la développée 
sont alors 


£—=R(o — sine), 7—R(1— cos); 


et comme celles sont toutes pareïlles aux équations de la 
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cycloïde donnée, nous en conclurons qu’uné eycloïde a 
pour développée une autre cycloïde de même forme et 
de mêmes dimensions dont les points de rebroussement 
coïncident avec les centres de courbure correspondant 
aux points milieux des diverses branches dela première. 
Ajoutons que les points de rebroussement de la première 
sont en même temps les points milieux des diversesbran- 
ches de la deuxième, et que la base de la deuxième cy- 
cloïde se confond avec la droite qui a pour équation 
y = — 2kR. Il serait facile d'établir les équations 


E—= x +2R sine, 1 —=— y, 


en partant du principe démontré que le rayon de eourbure 
de la cycloïde est double de la normale, quand la base 
est prise pour axe des x. Eneffet, en vertu de ce principe, 
le milieu du rayon de courbure My ( fig. 22), c’est-à-dire 
Z+é y 
RTE 








le point qui a pour coordonnées , coïncide 


avec le point dans lequel la base est touchée par le cercle 
générateur dont l’ordonnée est nulle et dont l’abscisse est 


Ro = x + R sinw. On a donc 
RD a R sin, YT 


2 2 








0 


d’où l’on déduit immédiatement les équations cherchées. 

On peut même, sans recourir à ces formules, et à l’aide 
du seul principe que nous venons de rappeler, déterminer 
la nature de la courbe qui sert de développée à la eycloïde. 
Pour y parvenir, décrivons (/1g. 22) avec le rayon R 
deux cercles égaux qui aient leurs centres placés sur l’axe 
des y, l’un au-dessus, l’autre au-dessous de l’axe des x, 
et qui touchent ce dernier axe à l’origine des coordonnées. 
Concevons ensuite que l’on fasse rouler ces deux cercles, 
le premier sur l’axe des x, le deuxième sur la droite pa- 
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rallèle y — — 2R , de manière qu'ils ne cessent pas d'a- 
voir l’axe des x pour tangente commune. Les rayons qui 
dans le premier instant aboutissaient à l’origine des coor- 
données, tourneront autour des centres des deux cercles 
et décriront en même temps des angles égaux, d’où il ré- 
sulte, 1° que ces rayons CM et y seront toujours paral- 
lèles; 2° que la droite Mu qui joindra leurs extrémités, 
passera par le point de contact et sera divisée en ce point 
en deux parties égales. Or la partie MN comprise dans le 
premier cercle sera évidemment la normale dela cycloïde 
proposée que décrira le premier rayon; donc le rayon de 
courbure de cette courbe égal au double de la normale, 
coïncidera nécessairement avec la droite entière Mu, et le 
centre de courbure avec l'extrémité du second rayon y; 
donc le lieu des centres de courbure ou la développée de 
la même courbe sera précisément la seconde cycloïde dé- 
crite par cette extrémité. 

Corollaire. L’are Ay de la cycloïde est égal au rayon de 
courbure My, et par conséquent la demi-cycloïde entière 
AA' — A'D — 4R. En général, Au = 6 —'2 V'2Ry; la 
‘cycloïde est une courbe rectifiable. 

2° Application. Considérons l’ellipse représentée par 
l'équation 


x? sd 
ee SUR nd 
ou 
ON RUES La 
u = — ——1 =, 
DNA TE DA J 
d’où 





dy bd! dxdy — °° 
{ du\* d?u (du d'u d'u 41uy PRES del: Ù 
Ka) dx? \ dx dy? T ab? | Por ab? ? 
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la formule 
El (y 
canette 28 Eyed 0 LE LL \dz, run dy 
dura Hire ee du \? d?u 
dx dy o dr? . \dx)\dy? 
donnera 
à (Ë NAT 4 , TE 
a (E—i)=t Ci—i)= (5 = + m) 
2m h3 br 2 
RL RP SET CREER © y2, 
a? b? 
d’où l’on tire 
se pe era nt Er ae Y% 
Z a? V b? 


Si, en supposant que a soit le grand axe de l’ellipse, on 
pose HAE | 


a?— b? 


2 — pb? 
ee : jou 


a CHE 


C DA RE 3 > AE NS 
=) en al 


. TL : . 
En substituant ces valeurs de—, T dans l'équation 
«a 








on irouvera 


il vient 


Telle est donc l'équation de la développée de l’ellipse. On : 
peut la transformer de manière à ce qu’elle ne renferme 
peut Ja t f d I 

que des puissances entières des variables. En effet, après 
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avoir élevé chacun des deux membres à la troisième puis- 
sance, on en tirera 


La y ENT + PONES 
ea) LG) + GT) 


et par suite 


On conclura aisément de ces équations, que la développée 
de Pellipse ( fig. 23) est une courbe fermée, divisible en 
quatre parties superposables par deux axes qui coïncident, 
comme ceux de l’ellipse, avec les axes coordonnés et qui 
rencontrent cette développée en quatre points dont les dis- 
tances, à l’origine, sont A et B. Ajoutons que chacune de 
ces parties de la développée touche les axes en les rencon- 
trant, et qu'en conséquence chacun des points de rencontre 
a, «', 6, 6’, est pour cette courbe un point de rebrous- 
sement. Les rayons de courbure, aux sommets, sont re- 
b? a? 

présentés respectivement par — et —-. 
P P iLE hag b 

3e Application : à l'hyperbole APE se " 

PP ; YP a? LE hi 

On reconnaîtra que l’équation de la développée se ré- 
a?+-b? a? + b? î 
RD 

a b 


> À 


A = ‘y = / £2, PEA 3 £2 1? 

(+) -(:) =" où L: (5-5) 275 pr 
et l’on conclut de ces équations que la développée de l’hy- 
perbole ( fig. 24) ést une courbe qui s’étend à l’infini, qui 
setrouvedivisée par les axes des coordonnées en quatre par- 
ties égales, et qui se compose de deux branches séparées, 
dont chacune a un point de rebroussement situé sur le pro- 
longement de l’axe réel de l’hyperbole, à la distance A de 








. 


duit, en posant À — 
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l’origine. Le rayon de courbure au sommet de l'axe réel 


2 





est égal à —., 
5 a 


4"° Application : à la parabole y* — 2px, 


u = +(2px — y?) =0, 





d’où 
du UE du d'u d?u de LR d?u 
ne CP) de 72 Jr M dy3 ? dxdy 95 
donc û 
É—x y Y?__ p+2x 
=i-ZI+-—— » € PEUR, 
P Yÿ L° P & 
é Ë — = * 
Mir = RAA. Le fe Er TRE 2 = — pi 15. 


En substituant ces valeurs dans l’équation y? = 2px, on 
trouvera < 


4 2 à 
Ep) ps Ep) = pre 

On reconnaitra facilement que cette développée ( fig. 25) 
s'étend à l'infini du.côté des x positives, qu’elle a pour 
axe l’axe de la parabole et qu’elle rencontre cet axe en le 
touchant au point dont l’abscisse est p. Ce point est un 
point de. rebroussement; si l’on y transporte l’origine des 
coordonnées en changeant £ en £ + p, l’équation de la 
développée deviendra | 


et il en résulte que toute parabole du second degré a pour 
développée une autre parabole du degré? ou £. 
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Du contact des courbes. — De l’ordre de ce contact. 


139. On dit que deux courbes se touchent lorsqu'elles ont 
un point de commun et une tangente commune. De plus, 
lorsque deux courbes AB”, A’B’touchent la courbe AB au 
même point M, la courbe A°B", qui passe entre les deux 
autres, est regardée comme ayant avec la courbe AB un 
contact plus intime que la courbe AB”. Les géomètres 
distinguent ainsi des contacts de divers ordres, que l’on 
parvient facilement à définir au moyen de la considération 
des coefficients différentiels ou fonctions dérivées. 

Soient y — F(x), y — f(x), les équations de deux 
courbes rapportées à des coordonnées rectangulaires. Sup- 
posons que x soit l’abscisse d’un point commun à ces deux 
courbes ; les ordonnées correspondantes à une abscisse voi- 
sine x + h seront respectivement 


h il hr 
F (x) re F'(x) ei F (x) HOMME + EE va FG) (æ) 
SARL retro 
À USER rer GET 
h h! 
ARE duel à see L 3) 
; h°r+T: ; # 
# 1.2.3.(ni) HE ( J 
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Si elles ont une tangente commune au point x, y, on aura 
en ce point, non-seulement F(x) — f(x), mais encore 
F'(x) = f'(x); ét il sera certain qu'aucune autre. ligne 
y = ?(x) ne pourra passer entre les courbes proposées, à 
moins que l’on n’ait également ©'(x)=F"(x) = f'(x). En 
effet, la différence entre les ordonnées des deux courbes 
proposées correspondantes à x h peut être exprimée par 


2 


h 
[CF (x +08) f"(x +6h)] —, 


Es 42 





tandis que si la condition dont il s’agit n'avait pas lieu, 
la différence entre l’ordonnée de la troisième courbe et 
celle de la première serait exprimée par 


CE '(x + 0h) — p'(x + 60/2)1A. 


Or il est visible que quand z est très petit, la seconde dif- 
férence est plus grande que la précédente; donc la courbe 
y = 9(x) ne passe pas entre Îes deux premières. 

On dit de deux lignes qui ont un point commun et pour 
lesquelles le coefficient. différentiel du premier ordre a la 
même valeur en ce point, qu’elles ont entre elles un con- 
tact du premier ordre. | 

140. Admettons maintenant que pour les deux courbes 
proposées les coefficients différentiels des deux premiers 
ordres aient des valeurs communes, la différence des or- 
données de ces courbes qui répondait à Pabscisse x + h, 
sera exprimée par 


k3 
162 


[F"(x + 0h) LE ARS (x + 0'h)], à 





tandis que pour une troisième courbe y = o(x), qui ne 
satisferait pas à la même condition, mais qui toucherait 
cependant la première, la différence des coordonnées se- 
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rait exprimée par 
| a 
CF (e+00) f(x 40") 


Or lorsque h est très petit, cette seconde différence est 
plus grande que la première; la troisième courbe ne 
pourra donc jamais passer entre les deux premières, que 
l’on dit avoir entre elles un contact du second ordre. On 
dit aussi, dans ce cas, que les deux courbes sont oscu- 
latrices, parce qu’en sus de la tangente commune elles ont 
évidemment le même cercle osculateur. En effet, la di- 
rection de la tangente, le centre et le rayon du cercle os- 
culateur ne dépendent, comme nous l’avons vu, que des 
deux premières dérivées y’, 7”, qui ici, par hypothèse, 
sont égales; donc, étc. 

Réciproquement , si deux courbes ont en un pointcom- 
mun même tangente et même cercle osculateur, leur con- 
tact sera du second ordre, parce que les deux premières 
dérivées auront nécessairement la même valeur. 

141. Considérons ( fig. 26) deux courbes qui se touchent 
en un point donné M ; si du point de contact comme centre 
-et avec un rayon infiniment petit, on décrit un cercle, ce 
cercle coupera les deux courbes en deux points très voi- 
sins l’un de l’autre P et Q , et le rapprochement plus ou 
moins considérable des deux courbes à la distance z£ du 
point de contact, aura évidemment pour mesure la lon- 
gueur infiniment petite PQ, comprise entre les deux points 
dont il s’agit, ou, ce qui revient au même, la corde PQ 
de l’arc de grand cercle renfermé entre les deux courbes : 
si nous appelons w l’angle très petit compris entre les 
rayons menés à ses extrémités, cet arc et sa corde seront 


. , . . . . © . + 
respectivement mesurés par les produits 10, 21 sin —, Si les 
ts 2 


deux courbes changent de forme, de telle manière que, 
se touchant toujours au point donné, elles se rapprochent 


a ES Se 7 
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davantage l’une de l’autre dans le voisinage de ce point, 
s . Êe . © L . ? . 

les valeurs de l'expression 27 sin à diminueront nécessai- 


rement, ce qui suppose que la fonction de 1, représentée 
par w, diminuera elle-même. Si au contraire le rappro- 
chement des deux courbes devient moindre, les valeurs de 
w eroitront nécessairement, de sorte que le rapproche- 
ment des deux courbes sera plus ou moins considérable 
suivant que les valeurs de w, correspondantes à de très 
petites valeurs de 7, seront plus ou moins petites. Dès-lors 
on pourra énoncer le théorème suivant : 

Taéorime 1°. Si deux courbes se touchent en un point 
donné, et que l’on marque sur ces deux courbes deux points 
situés À la distance infiniment petite ? du point de con- 
tact, le rapprochement entre les deux courbes, dans le 
voisinage de ce point, sera d'autant plus considérable que 
l’ordre de la quantité infiniment petite w sera plus élevé : 
en effet, cette quantité w sera d'autant plus petite que son 
ordre sera plus élevé. | 

Cela posé, il est naturel de prendre l’ordre de la quan- 
tité infiniment petite w considérée comme fonction de la 
base :, pour indiquer ce qu’on peut appeler l’ordre de 
contact des deux courbes. Soit 4 cet ordre; puisque le 


=. L 
Sin ; © 





? 2 ? x e e Û . 
rapport ——— a l'unité pour limite, le produit 
2 
© Sin+o s 
—- = 2 sin— 
Lg 2 


sera encore une quantité infiniment petite de l’ordre a, 
. L . Le - [0] - 
tandis que les expressions 6, 21 sin > Seront des quanti- 


tés infiniment petites de l’ordre a + 1, donc : 
Faéorime 2°*. Lorsque deux courbes se touchent en 

un point donné, l’ordre du contact est inférieur d’une 

unité à l’ordre de la quantité infiniment petite qui re- 
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présente la distance entre deux points situés sur les deux 
courbes, également éloignés du point de contact , et dont 
la distante à ce point est un infiniment petit du premier 
ordre. Il est bon d'observer que la droite qui unit ces 
deux points étant la base d’un triangle isoscèle MPQ, et 
opposée dans ce triangle au très petit angle w, sera sensi- 
blement perpendiculaire aux deux côtés de ce triangle, et 
par suite à la tangente commune aux deux courbes, tan- 
gente dont les deux côtés diffèrent très peu. La surface du 
triangle est d’ailleurs égale au produit + ?” sin w et par con- 
séquent à une quantité infiniment petite dont l’ordrea +2 
surpasse de deux unités l’ordre du contact des courbes. 

142. Concevons maintenant qu'après avoir décrit du 
point M, avec le rayon infiniment petit MP —MQ —:, 
un arc de cercle, on mène par le point P une droite PS qui 
fasse avec la tangente commune un angle y. Dans le trian- 
gle PQS, le côté QS, sensiblement parallèle à la tan- 
gente commune , parce qu'il coïncide avec une corde dont 
les extrémités situées sur l’une des courbes sont très 
voisines du point de contact, formera évidemment avec 
les deux autres côtés PQ, PS deux angles finis dont le pre- 
mier différera très peu d’un angle droit, et le second de 
l'angle y; on aura donc, en désignant par & et e” deux 
quantités infiniment petites, 


N x 

sn(+.) sin( Ts) 
we CES / Le La \ 2 su " 
PAT sin(y—e) sage 0 Ru 


De plus, si l’on abaisse du point M sur PS la perpendi- 
culaire MR, l'angle MPS étant sensiblement égal à y, on 
aura | 

MR = MP sin(y H:”) — i sin(y + se 
or les valeurs de PS et de MR prouvent, 1° que si w et sino 
sont des infiniment petits de l’ordre &, c’est-à-dire que si 


17... 
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les courbes données ont entre elles un contact de l’ordre 
a, la distance PS sera un infiniment petit de l’ordre 
a+ 1; 2° que cet ordre ne variera pas si, au lieu de pren- 
dre pour base l’infiniment petit du premier ordre MP—;, 
on prenait pour base la perpendiculaire MR, puisque 
cette perpendiculaire est elle-même an infiniment petit 
du premier ordre dans le système dont la base est MP 
oui. On conciut immédiatement de cette remarque le 
théorème qui suit : 

Tuéorëme 3°. L'ordre de contact de deux courbes 
planes quise touchent en un point M, est inférieur d’une 
unité à l’ordre de la distance infiniment petite comprise 
entre les deux points P et S, où les deux courbes sont 
rencontrées par une sécante qui forme un angle fini avec 
la tangente commune, dans tout système où la distance 
du point de contact à la sécante dont il s’agit est un infini- 
ment petit du premier ordre. 

145. Si les deux courbes sont représentées par deux 
équations entre des coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques, et si la tangente commune n'est pas parallèle à l’axe 
des y, alors, en supposant la sécante parallèle à ce même 
axe, on déduira du théorème 3° la proposition suivante : 

Taéorème 4°. Pour obtenir l’ordre de contact de deux 
courbes planes qui se touchent en un point où la tan- 
gente commune n'est pas parallèle à l’axe des y, il suffit 
de mener une ordonnée très voisine du point de contact 
et de chercher le nombre qui représente l’ordre de la 
portion infiniment petite de cette ordonnée comprise en- 
. tre les deux courbes dans le cas où l’on considère la dis- 
tance du point de contact à l’ordonnée comme infini- 
ment petite du premier ordre ; ce nombre diminué d’uné 
unité indique l’ordre de contact cherché. 

Corollaire x“. Soient y = f(x), y = EF(x);: 


les équations des deux courbes planes, elles auront ur 
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point commun correspondant à une valeur donnée de x, et 
en ce point une tangente commune non parallèle à l’axe 
des y, si pour la valeur donnée de x les équations des deux 
courbes fournissent des valeurs égales et finies, non-seu- 
lement de l’ordonnée y, mais encore de sa dérivée y”. 
Dans cette hypothèse, la différence F(x)— f(x) qui s’é- 
vanouira pour la valeur de x relative au point commun, 
deviendra infiniment petite quand x recevra un accrois- 
sement infiniment petit; et si l’on considère cet accrois- 
sement comme étant du premier ordre, l’ordre de la 
quantité infiniment petite qui représentera la nouvelle 
valeur de F(x) -— f(x) surpassera d’une unité l’ordre de 
contact des deux courbes. 


Dès-lors, si les deux courbes se touchent en ‘un point 
de laxe des y, mais sans avoir cet axe pour tangente 
commune, il sufira, pour déterminer l’ordre du contact, 
de chercher le nombre qui indiquera l’ordre de Ja diffé- 
rence F(x) — ,f (x), en considérant l’abscisse x comme 
une quantité infiniment petite du premier ordre. On re- 
connaîtra, par exemple, que les paraboles y — x”, dre 
ont, à l’origine, un contact du premier ordre, les para- 
boles y = x"+', y = x"+? un contact de l’ordre n, les 


4 5 
deux courbes y — x3,y7 —=x un contact de l’ordre 


mit 

Corollaire 2"°. Si deux courbes ont un point commun 
correspondant à l’abscisse x, et en ce point une tangente 
commune non parallèle à laxe des y, avec un contact de 
l'ordre a, la différence F(x) — f(x) sera nulle; et si 
l’on désigne par { un accroissement infiniment petit du 


premier ordre attribué à l’abscisse x, l’expression 
F(x+i) — f(x + i) 


sera (corollaire 1°°) un infiniment petit de l'ordre a + 1, 
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et par conséquent, en désignant par #2 le nombre entier 
égal ou immédiatement supérieur à a, 


F(r+:) (x Hi) fit) (æ + i) 


sera (n° 26) la première des expressions F (x +i)—f(ax+i), 
F'(x+i)— f'(x+#i),... etc., qui cessera de s'évanouir 
avect, ou, ce qui revient au même, F+9(x)— fU#9 (x) 
sera la première des différences 


F(x)—f(x), F{x)—f'(x), etc... 


qui obtiendra une valeur différente de o. Par conséquent 
les dérivées successives y’, y”... jusqu’à celle dont lor- 
dre coïncide avec le nombre entier égal ou immédiate- 
ment supérieur à l’ordre du contact, conserveront les 
mêmes valeurs dans le passage d’une des courbes à l’autre. 
Donc aussi lorsque l’ordre de contact sera un nombre en- 
tier, il suflira, pour le déterminer, de chercher quelle est 
la dernière des équations 


JG)=F(), FR) = Fa), Fe) =F (x). 


qui se trouve vérifiée par l’abscisse du point de contact ; 
l’ordre des dérivées comprises dans cette dernière équation 
sera précisément le nombre demandé. 

S1 la tangente commune était parallèle à l’axe des y, il 
faudrait, dans les théorèmes et corollaires qui précèdent, 
changer x en y, et réciproquement. 

144. Dans l'application du troisième théorème, on 
pourra prendre pour sécante la ligne qui joïndrait les ex- 
trémités de deux longueurs égales et infiniment petites 
portées sur les deux courbes à partir du point de contact, 
puisque l'angle formé par cette ligne avec la tangente 
commune, a pour limite l’angle droit; on arrivera ainsi 
à un nouveau théorème : 


Tuéorèue 5°. Pour obtenir l’ordre de contact de deux 


* 
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courbes qui se touchent en un point donné, il sufht de 


chercher le nombre qui représente l’ordre de la distance 


infiniment petite comprise entre les extrémités de deux 
longueurs égales portées sur les deux courbes à partir du 
point de contact, dans le cas où ces mêmes longueurs 
deviennent infiniment petites du premier ordre; le nom- 
bre dont il s’agit, diminué d’une unité, indique toujours 
l’ordre du contact. | 

Corollaire. En désignant par x, y, et Ë, n les coor- 
données des extrémités des deux longueurs égales entre 
elles et à z, par 9 la distance de ces extrémités, par a le 
contact des courbes, on aura 


DV (ac —ER + (7 —»}, 


et puisque 9 doit être infiniment petit de l’ordre & + 1, 
il faudra que les deux différences x — £, J — » soient 
elles-mêmes de l’ordre & + 1, ou que du moins l’une soit 
de cet ordre, l’autre étant d’un ordre plus élevé, ce qui 
exige, en appelant z Île nombre entier égal ou immédia- 
tement supérieur à &, que des expressions 








diet) dat)  d'(e—t) dt(s—t) 
Den de QE in de eine tt 
DR Mrs) rm) run Maaement. da MA bi 
J 7 di L'EAT di? Arno di” ? dira 


les deux dernières, ou au moins l’une d’entre elles, soient 
les seules qui cessent de s’évanouir pour £ — 0. Soient 
d'ailleurs s et © les arcs des deux courbes renfermés entre 
deux points fixes et les points mobiles (x, y), (£, n), on 
aura di = ds — do, puisque les trois variables #, s et © 
différent entre elles de quantités constantes, et l’on pourra 
dès-lors, aux expressions qui précèdent, substituer (n°91) 
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les suivantes 
dx, d£ x d£, 
x— Ë, Pre RL VA Be ph us ND 
dx dé dn+iz dntré 
ds de"? dsrFi  dnti? 








1 enr 0 RE UT 





qui devront être toutes nulles, à l'exception de l’une au 
moins des deux dernières; et l’on pourra énoncer le théo- 
rème suivant : 


145. Taéorème 6°. Étant données deux courbes qui se 
touchent en un point (x, y), si l’on considère les coordon- 
nées x, y de chacune d’elles comme des fonctions de l'arc s 
pris pour variable indépendante, et prolongé dans le 
même sens pour les deux courbes au-delà du point de 
contact, les dérivées successives 


de ido dt dy d?y dir 
ds ds?! ds)" del /7 ass POS RSS 


jusqu’à celles dont l’ordre sera indiqué par le nombre en- 
tier z égal ou immédiatement supérieur à l’ordre du con- 
tact, ne changeront pas de valeur dans le passage de la 
première courbe à la seconde, tandis que des deux déri- 


A RE l’une au moins prend 1 
RNA re prendra une valeur 
nouvelle. 

146. Du théorème qui précède, joint aux principes 
établis dans la dix-neuvième lecon, on conclura immédia- 
tement que si deux courbes ayant entre elles un contact 
de l’ordre a, on désigne par » le nombre entier égal ou 
immédiatement supérieur à a, 1° les 7 premières diffé- 
rentielles des variables x, y, prisés relativement à une 
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fonction quelconque r de ces variables, et même les » 
premières différentielles d’une fonction quelconque t de 
_ces variabies , prises par rapport à une autre fonction ar- 
bitraire w de ces variables, ne changeront pas de valeurs 
quand on passera de la première courbe à la seconde ; 
2° les différentielles de l’ordre r + 1 de x, y, prises par 
rapport à r, ou de t prises par rapport à u, changeront 
ordinairement de valeur quand on passera de la première 
courbe à la seconde, quoique le contraire puisse avoir 
lieu dans certains cas particuliers. 


Réciproquement, si les dérivées successives 


EN Let ra dr ir d'y 
ds? ds?’ dr ds”, ds?" ds" 


ne changent pas de valeurs quand on passe de la pre- 
mière courbe à la seconde, ces deux courbes auront entre 
elles un contact d’un ordre au moins égal à ». 


Dans cette hypothèse, en effet, les différences x — E, 
y—1, considérées comme fonctions dei, s'évanouirontavec 
: ainsi que leurs dérivées jusqu’à celles de l’ordre » in- 
clusivement, et l’on aura, en faisant x— £ —o(i), 
J —n—Xx (); 

its. 


antr 


Mer SET a Sur (+1) 


æ—ê—=0@ (i) — Der, 


AXGR+:) (üi). 








ARE fn. 
| Er ja 

i tant que « sera plus petit que 7 + 1, les deux diffé- 
rences À — £, y—", ainsi que la distance 


Cela posé , les rapports s'évanouissant avec 


SVP 
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seront des quantités infiniment petites d’un ordre au 
moins égal à 241, et par conséquent les deux courbes 
auront entre elles un contact d’un ordre au moïns égal à ». 
147. Si deux courbes sont telles que la forme et la po- 
sition de la première étant complétement déterminées, la 
forme et la position de la deuxième puissent varier avec les 
valeurs de plusieurs constantes arbitraires &,, 4,,...a,com- 
prises dans son équation, on pourra disposer de cescons- 
tantes arbitraires à,, &:,... &,, ou de quelques-unes d’en- 
tre elles, de manière que les idpia + de plusieurs termes 
‘consécutifs de la suite y, y',y”,... 71" restent les mêmes 
pour l’abscisse x dans le passage de la première courbe à 
la seconde. Alors la seconde courbe aura, au point (x, y), 
avec la première, un contact plus ou moins intime, in- 
férieur d’une unité au nombre des termes qui n'auront 
pas changé de valeur, ou représenté par l’indice des deux 
dernières dérivées égales. Si 1 est le nombre des constantes 
de la deuxième équation, on pourra disposer de ces » 
constantes de manière à ce que l’ordonnée y et les (72 —1) 
premières dérivées conservent la même valeur pobr les 
deux courbes ; de sorte que par mi les valeurs qu'on peut 
attribuer aux 7: constantes arbitraires a,, a,,... @,, ren- 
fermées dans l'équation f(x,, 7,,a,,a:,... a,)=e0, il 
existe généralement un système pour lequel la courbe re- 
préseniée par cette équation acquiert avec une courbe don- 
née F(x, y, z) —o, au point dont l’abscisse est x, un 
contact d’un ordre au moins égal au nombre 7 — 1. 
Il est évident d’ailleurs qu’il existe une infinité de systèmes 
de valeurs des constantes pour lesquels le contact entre les 
deux courbes est d’un ordre inférieur à 7 — 1. 
_ On détermine le système des valeurs des constantes, 
pour lequel le contact est de l’ordre 7 — 1, à l’aide des » 
équations que l’on obtient en exprimant que l’équa- 
tion f (X,, Vis &iy A2... 4,) = © et ses 72 — 1 équations 
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différentielles successives 




















d 
ST ax _. “dr =o, 
af NES “re a d f 
d: 72 6 SAV 
dx, Dre “5 dx di + à “RO ENSE dr’ à AA 0; 
d d dr 
LUN AR RER ne = dt =0, 
dx, dY à i -WR 


sont satisfaites lorsqu’à la place des variables x,, y,, et 
de leurs différentielles, on met x, y et les différentielles 
dx , dy..., relatives à la courbe F{x, y) = 0, quelle que 
soit d’ailleurs la variable indépendante. 

Pour obtenir des systèmes de valeurs de &,, 4,,...4,, 
qui établissent entre la courbe donnée F (x, y) — o etla 
courbe f(x,, y,, &,, 4: ... a,) — 0 un contact d’un or- 
dre inférieur à 2 — 1, il suffit de conserver ASIA es 
des équations de din 


1° Exemple. Supposons que l’équation d’une courbe 
présente trois constantes arbitraires, on pourra disposer 
de ces constantes de manière à ce que cette courbe ait un 
contact du deuxième ordre avec une autre courbe don- 
née. Pour cela, en eflet, soit 


fs Y'19 dis dis 43) = 0 


‘équation de la courbe dorit ils’agit; en la différentiant 

deux fois, on aura 
af 
dx, 


af } 2d2f _ df 


dx? a | RAPTPREE ii 


dx, + 





D dr. 0, 


Erei7 + dE Où 














el pour établir qu'entre cette RARE et une autre courbe 
donnée F(x, y) = o il y aura un contact du deuxième 
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ordre, il suffit d'exprimer que ces équations différenuielles 
sont satisfaites quand, avec les coordonnées du point de 
contact, on y met pour dx,, dy,, d°x,, d°y,, les valeurs 
des quantités dx, dy, d’x, dy, tirées de l’équation 
F(x, y) = 0. On obtient ainsi trois équations, 


SL dx + Ya à NE Vo 


df df 


FX, 54) 40% SE 0; 


as 0 af 
7e ta +27 AR Te 





De 0 at ar ol 0, 


dont on pourra tirer les valeurs des constantes &,, &:, as, 
en fonction des coordonnées x, y du point de contact. La 
substitution de ces valeurs dans l’équation 


PIN de di5 a, 43) — 0, 


conduira à l’équation de la courbe osculatrice. 
1 Exemple. S'il s’agit d’un cercle dont le point (EË, n) 
soit le centre et p Île rayon, et dont l’équation soit 


TE) +(y: 1) =, 


pour le rendre osculateur de la courbe au point x, y, il 
faudra déterminer les trois arbitraires £, n, p,au moyen 
des trois équations 


(GE) + ra) =; (x —$) dr + (y) dr = 0; 
(z—Ë) dx +(y — y) d'y + dx? + dy —= 0, 


ce que nous savions déjà. 


am Exemple. Concevons que la courbe 
DA: Yi GNT a) Ec 


soit une courbe parabolique dont l’ordonnée est expri- 
mée par une fonction entière de x, de sorte que l’on ait 


Pi = do Es HE À eee 2 On La LT On a B 
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en prenant x, pour variable indépendante, on trouvera 


F=ù: + 24;T,+343x 1. + (n—2)an_, 2 +(r— ta æ"", 
= 24, +92.3.a3x, + e -_e tes 


RÉ.) 219 . (r 0) RIT 1.2.3... (n—1)a,_;x,, 
D = 1 ,2,3 9. (nm T)an re 

En substituant dans ces équations ày,y°...7,("-" les dé- 
rivées y',Y', +. y tirées de l'équation d’une courbe 
donnée F(x, y) — 0, on déterminera les constantes, de 
manière que la courbe parabolique ait avec cette courbe 
un contact de l’ordre 7 — 1. On obtiendra très simple- 
ment l'équation de cette parabole, en éliminant les cons- 
tantes entre les z équations de condition 


. Â= Go; L + lar... ana r Has i 2, 
p'=atrasr3a32 ++ (n—2)an à 2 (ni jan a 


‘PERS |, JE 
V =... #47 A0 ST à > À — se. CLC.. NU ae dietn une 2e dia e « € 


NON A0. (r—1)a,, 
et l'équation 
Ÿ = do Hat; Ha, FRS à PT nt 
Pour éliminer, développons le deuxième membre de cette 


dernière équation suivant les puissances ascendantes de 
(x, — x), en remarquant que l’on a, quel que soit m, 





On trouvera ainsi 


Fi = Go FAT + 42°... + An LT 


D ee 


1.2.3...(n—2) an ;+41:2.3...(n—1)a, x 
1.2.3... (7—0) 
1.2.3...(2—1)a, 


1.289 (er) 


(mr) 


(x, — x)" à 
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et en ayant égard aux équations de condition, 
Le 

(x arm à s . 
AMONT CRTITRR 
FU 


1.2.3...(7— 1) 





D Nr + (ax) + 


(n — 2) 
à 
ARLES 


FT (xx) + (ac)! 
Telleest, sous une forme très simple, l'équation delacourbe 
parabolique du degré #7 — 1, qui a en un point donné 
(x, y) un contact de l’ordre z—1 avec une courbe donnée. 

On parvient encore à cette même équation de la ma- 
nière suivante : La parabole passant parle poiñt (x, y), 


son équation pourra se mettre sous la forme 
Ji—y = a, (x, —x)+#a,(r,—x) +... Han (dix), 


et pour qu’elle ait un contact de l’ordre 2—1 avec la courbe 


F(x, y) = 0, il suffit que les valeurs de 
k L1 F 
dy, d'y, MERE 
da: de td 





correspondantes à X, — x, Savoir : &@i, 1.2@:, -..., 
1.2.9... (1—2) @,_o, 142.93... (1 —1)a_,, soient 
respectivement égales à y’, y”, ... 7%; on aura donc 


7 n—2 (na —1) 
/ sf ni 
ni Ca On LE ARR 
OR AT are NE Nr 0 Un SRE 1.2...(2-1)? 
en substituant ,ces valeurs des constantes dans l’équation 
de la parabole, on retrouve l’équation déjà obtenue. 
Dans le cas particulier où l’on prend 7 = 2, la para- 
bole osculatrice se change en une droite dont l’équation est 


ON a (x, — +), 
et représente, comme on devait s’y attendre, la tangente 
au point (x, 7) à la courbe donnée. 


448. Considérons une courbe plane dont l’équation soit: 


= f(x). Soient( fig. 27) M, M deux points pris sur cette 


VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 27 À 


vourbe et correspondants aux abscisses x,, x; l'aire A 
comprise entre la courbe, l’axe des x et les deux ordon- 
nées Yo.) est une fonction de l’abscisse x que l’on ne 
peut déterminer que dans un petit nombre de cas particu- 
liers, mais dont il est facile de trouver la différentielle. 

En effet, appelons Ax l’accroissement attribué à la va- 
viable x, Paccroissement correspondant AA de la fonction 
À représentera l'élément de surface renfermé entre la 
courbe, l’axe des x et les deux ordonnées f(x), f(x+Ax). 
Si d’ailleurs f(x+0Ax) et f(x + 0,Ax) sont la plus 
grande et la plus petite des deux ordonnées de la courbe, 
“lans l'intervalle Ax, l’aire AA sera comprise entre les 
deux produits 


Ax f(r+00x), Ax f(x +06,Ax), 
Doria OA Ho 
et par suite 144 entre les deux quantités 


f(x + 0Ax), FEAR). 


Or à la limite ces deux quantités deviennent égales en- 
tre elles et à f (x) ; on aura donc aussi 


NA LU AA 
: ji int APT RTS 
is AX dx #(a) as 
dA = + y dx 


En supposant que l’aire À croïsse avec l’abscisse x, on | 
prendra le signe + quand l’ordonnée y sera négative, le 
signe — dans le cas contraire. 
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Usage des coordonnées polaires pour la détermination de la tangente, de 
l'arc, du rayon de courbure et du centre de courbure d’une courbe plane. 


149. Nous prendrons pour coordonnées polaires, 1° le 
rayon vecteur menéde l’origineauü pointquelconque(x, y), 
rayon vecteur qui sera toujours pour nous une quantité 
positive; 2° l'angle w que fait ce rayon vecteur avec l’axe 
des x positifs; l’angle w sera positif lorsque le rayon r 
se sera mü de droite à gauche, négatif dans le cas con- 
traire; cet angle peut d’ailleurs acquérir toutes les valeurs 
possibles. On a généralement 


%æ'—="r coSu; ‘ÿ =——\r'sin 4 


Pour transformer une formule quelconque en coordon- 
nées polaires, il suffira de substituer dans cette formule, 
à la place des coordonnées x, y, de leurs dérivées et de 
leurs différentielles , leurs valeurs tirées de ces deux équa- 
tions. 

1 Exemple : On demande de déterminer en coordon- 
nées polaires l’angle +, que la tangente en un point quel- 
conque fait avec l’axe des x. On a 

du 
dy __ sinudr+rcosudu RTE dr 


tang z === ————" ——  —— — 

8 dx  cosu dr— r sin udu t r du ? 
1 ta09 4-2 
5 dr 


du _ tangr—tangu 


Vie == fang (7 u 
dr 1 + tang 7 tang w s( L 
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donc 
dr 





du 
tang (r— u) — Hat cot(r—u) — +. 


Si, en considérant w comme variable indépendante, on dé- 
signait par r’, r' les dérivées der relatives à 4, on aurait 


r z’ ; : 
tang (T — u) — T cot (T — u) — Le Il serait facile dès- 


lors de trouver l'équation polaire de la tangente et de la 
normale. L’équation polaire d’une droite, qui passe par 
un point dont les coordonnées polaires sont u,, r,, et 
qui fait avec le demi-axe des x positifs l'angle +, est 
rsn(u—t)=r,sin(u, —7t). En eflet, si dans l’é- 
j— 


Le) 
LT — Lo 


quation tang T — , on substitue pour x, ÿ, Xos Yo» 
leurs valeurs, on trouve 


sin 7 7SsNnu—7,sinx 





tang 7 — == ; 
COST  rCOSU—7, COS W 


r (sin 7 cosu — sin w cos +) — r, (sin 7 COS w, — Sin 4, COS +), 


rsin(u—r) 7, Sin(us —7), 


Cette équation est susceptible d’une transformation avan- 
tageuse. En eflet, on a 


u—T—(u—u;) + (uo—7T), | 
sin (u—7) —sin(u—u,)cos (u, —7)+ sin(u, —7r)cos(u— 40), 


et parce que r sin(u—-T)=r,sin(u;,—7t), 


rsin(u—u,)cos(u—7r)--rsin(u,—7)cos (u—uw) = Te SN(uo— 7); 
COS (uç—7) r'Sin (u — 1) = sin (to —7r)[r, —r cos (u — ü)], 
rCOS(Uu—u,)—Ts  COS(Uy—7T) Fa 
ne) Ne OR) 
ainsi l'équation d’une droite qui passant par un point 
(Us lo), fait avec l’axe des x l’angle +, peut se mettre sous 


T'COS(U— US )— To 


fre me AR 
a forme Cr) COt (T— u,) # 


ENT. 10 


ou 
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Appliquons ces principes à la tangente à une courbe 
au point (u,r); désignons par v, p ses coordonnées cou- 
rantes; son équation sera 

PCOS(u—u)—r Ar CUT 


== cot(r—u)— ie 


e sin (v —u) PART 


telle est l’équation polaire de la tangente. Pour obtenir 
celle de la normale, il suffit évidemment de remplacer, 


’ . . T 
dans cette équation, l’angle + par l'angle y = rt + -; on 
2 


aura donc, en désignant par v, p les coordonnées varia- 


bles de la norÿle ; à 
p cos(o—u) —r du Fr 


PE PPT = — tang (r — u) en =— 5 


150. Dans le cas des coordonnées polaires, on appelle 
sous-tangente S, la partie OT fig. 28) de la perpendicu- 
laire au rayon vecteur OM, comprise entre l’origine et le 
point où cette perpendiculaire rencontre la tangente ; et 
sous-normale $, la partie ON de cette perpendiculaire 
comprise entre le point où elle est rencontrée par la nor- 
male et l’origine. Les longueurs MT = T et MN = N 
seront la tangente et la normale. 

Pour calculer plus facilement ces diverses longueurs, 
appelons & l’angle aigu compris entre la courbe ou la 
tangente et la perpendiculaire MP au rayon vecteur OM ; 


T , < * LE 
— — « sera l'angle compris entre le même rayon et la 
2 


tangente, et l’on aura 


T 
+ es 8 RS RE LL mms 
> a = TE(r—u), 
d, d] : 
tang a = Æ cot(r —u)=E TETE + 


jé L 72 LA 
De plus, comme tang « sera une’ quantité essentielle- 
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ment positive, et que pour de très petites valeurs de Au 
Dr . lé A 2 

le rapport 14 € W'ouvera toujours affecté de même si- 


. . dr [ 1 à e 
one que sa limite — — 7’, on devra, dans l'équation 
8 q , - q 


du 
r! 
tang &« — +, prendre le nene + si le rayon r croît 


avec u, et le signe—dans le cas contraire. Enfin, en 
partant de la valeur de tang «, on trouve 


4 





r o r 
COS a = + ———  , Sin & = EE — 
V/rLr'2 r?Lr/2 
Cela posé, le triangle rectangle OMT donne 
ON VUS Rain Le de 
tangOTM tang & ñ dr 
OT Tr? 
ns sn R 
cos OTM ? r' cos à ? 


PAM eur et  ; du? dr?+ 72 du? 
= tr DEV SRE RP 
m4 + ete dr? . dr? 
Le triangle ON M donne de la même manière 


Le 4 np arret 


Do. Dear du? 

dr? dr? 7? du? 

oran, 2 ere VERTE 
LARMES du? NA 


151. En désignant par s l’arc de la courbe et par p 


le rayon de courbure, on a, comme nous l’avons vu, 
è dx d'y — dy d? 
ds? = dx? + dy?, = + “ RE 
à (dz2+ dy)? 


Si l’on substitue dans ces dernières formules les valeurs 


de x, y, tirées des équations 


æ = ncostul\ y ‘=278inu" 


10... 


ñ 
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on trouvera, après les réductions effectuées, 


\ D rr 2 » 2 Jrr2 
andre de, = ETS u- dud?r) 4+(2dr?+r?du D 


(dr? + r'du?): 
et l’on en conclut, én prenant w pour variable indépen- 
dante, j 
ds? r?—rr or? 
ee NRA Ra 1e a 
du P (re os r! 2)2 


On abrége considérablement les calculs qu’entraine cette 
substitution, en remplaçant les équations 


PS TICOSE, YEN STONES 


par les équations équivalentes 


x+yV—i1 = PR AA Ty V/— 1: — nu (+. 


En effet, en prenant, par exemple, x pour variable in- 
dépendante, on déduira de ces équations 


dd Vi = (r +r Vie" au, 
de dy yes {pie PE CONS 


dx + d'yV/—1 ee ue r+or! V 5) du”, 


dx d'y —1 = (rlr— or! Li) PS 
et par suite, 
| AN CU 
dx? + dy° = ds? =du?(r?+r'?)}, en = 47/8; 


* de plus, 
dx d?y — dy dx 


sera le coefficient de V”—-1 dans le produit 
(= rV/—1) [(r” — r)+ or V1] dui, 
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et l’on aura | 
dx d'y — dy dx = (or? —rr" + r?) du, 
r—rr/HLor2 
3 
(r°+ r! 2ÿ> 
Si l’on cesssait de prendre u pour variable indépendante, 
on trouverait, par cette méthode, 
dx?+ dy? = dr? + r?du?, 
dx d?y—dy d’x=r(dr d'u—dud?r)+(2dr+4 7 du?) du, etc. 
152. Soient maintenant £, n les coordonnées rectangu- 
laires du centre de courbure correspondant au point (x, y) 
et 4,, r,les coordonnées polaires du même centre, liées 
aux premières par les formules £ —r, cos u,, n—=risinu,, 
on aura, comme nous avons vu (n° 154), 
y—y _Ë—zx dx? +dy? 
dx __ —dy dx d?y — dy d?x° 





et l’on en conclura 


À 2 en 4 00m NE Cm ar A am, 
y dx —xdy Fe dx + y dy 
ÉLE dx? + dy? 
EX dx dy — dy d?x ? 


ou, ce-qui revient au même, 


brio) ay 1, de dy 
Y dx = x dy  a«dx+ydy dx dy — dyd?x 


Il reste à substituer les coordonnées polaires aux coor. 
donnnées rectangulaires ; or les équations 


x + y Vi = are ter — res OR 


EL Puét E— y Re 
dx + dy Vs — (dr + rduV/—à)e" Ars 
F;, 5 LREEE dy CL —(dr—r duV/—1 )e" rt 
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donnent 
ZE HYH—=TT COS(U, —u), x? Hy=7rt, 
y dx xéy=—r du, 2n—yé=rr,sin(u—u), 
Ty y dr =rdr, 
et par conséquent, | 


Ts COS (A; —u)—7r 7, sin(w, —u) 
— rdu x dr 


Te dr? + r'du: 
 r(drd?u— du d?r)+(2dr? +r?du?) du 


Si l’on prenait w pour variable indépendante , on aurait 
simplement 


re ra, r?+r/? 
1— —Ccos(u, —u) = Su, ue) = ———— ——— ——— 
r (æ: ) r! ; 2r "2 rr/ +r? 
: | 
1m : 
r? + 7/2 


on tire de cette dernière formule 


72 + r'? 

? 

27/2 rr +r?? 
r'a—rr" 


2r'2—rr/+r2? 


7, Sin(u;,—u)—r 


Tr; COS (u. —u)=r 
“et par suite 
| BTE (SET ERRREES 


tang (u, — u) — TI 


Tr pr (27/2 Tr + ra ; 


ou bien 


f 


Ve 


pire 


ri COS (e RE) Ed — 4 p COS «. 


PSN (ue) =E © = E psin +, 


153. Il serait facile de parvenir aux équations qui don- 
nent le rayon du cercle osculateur et les coordonnées po- 
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laires du centre de courbure, en partant des principes que 
nous avons établis sur le contact des courbes. En effet , le 
cercle décrit du point (u,,r,) comme centre avec le rayon 
p, a pour équation 


r2 Mor,r COS(u, —u) + ri —p?. 


Pour que ce cercle devienne osculateur d’une courbe 
donnée en un certain point pris sur cette courbe, c'est-à- 
dire pour qu'il acquière en ce point avec la courbe un 
contact du second ordre, il faudra que non-seulement 
les coordonnées x et r, mais encore les différentielles 
du, d'u, dr, d’r conservent les mêmes valeurs relatives 
au point de contact dans le passage du cercle à la courbe. 
En d’autres termes, les valeurs de u, du, d'u, r, dr, d°r, 
tirées des équations de la courbe, devront satisfaire à l’é- 
quation du cercle osculateur et à ses équations difléren- 
tielles du premier et du deuxième ordre. D'ailleurs ces 
trois dernières équations peuvent s’écrire comme il suit : 


[r, sin(u—u;)P + [r, cos(u — us) —rF =r#, 
rr, Sin(u—u,)du—{[ncos(u—u,;)—r|dr = 0, 


risin (u—u,)rd?u+adudr]—{rcos(u—u;)—r\(d?r—rdu)= —(dr2+r2du?). 


On en tirera 


cos G=u)=r r'1 Sin (ur) _ En [rs Sin(u-u;)]?+{r,;cos(u-u,)-r]? }7 
rdu dr LV” dr? + r?du? 
TM p_ _risin (u-u;)(rd’u+odudr)-[r;cos(u-u,)-r(d?r-rdu?) 
ra VISE dut r(drd?u — dud2r) + (2dr? + r°du?)du : 
dr? + r2 du? 


 r(drdsu — dud?r) + (2dr? € r?du?)du 


Cette dernière formule contient toutes les équations que 
nous avons d’abord obtenues. 


Il reste à montrer quelques applications de ces for- 
mules générales. 


du 
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1% Exemple : Spiralé d’Archimède, r = au. Si l’on 
désigne par b le rayon vecteur correspondant à u = 27, 
on aura | 

b b 
b—=9xa, a=—, =, 
2 27 
et la spirale pourra étre considérée comme engendrée par 
une mobile, qui, en même temps que le rayon vecteur 
fait une révolution, parcourt sur ce rayon vecteur, d’un 
mouvement uniforme, une longueur b. On aura, dans 


ce cas particulier, 





D ce CEE SES 

VA a" ee tan i —a)= u +; 

P Fa ed a. a 

r — 4° ar Mur =« |: ne PR Pr Er | 
(u? + 2) uH2, (USE 


Pour u = 0, 


L F a 
r—=O, tanga—cCotr== tangu; = — D, a ——, PT —= =; 
O 2 2. 
pour u — ©, 
Li I 
tang æ — 0, «—0O, tang(ui —u) ==, He dE N  : 


On conclut facilement de ces valeurs, 1° que la spirale 
d'Archimède touche, à Forigine des coordonnées, le 
demi-axe polaire; 2° que pour des valeurs croissantes, de 


Vos EE ee C 
u l'angle œ ei la courbure - décroissent indéfiniment, tan- 
p 


dis que la valeur der, croit sans cesse, mais de manière à 
D UNS a be 
rester comprise entre les limites — et a; 3° que pour des 
2 


valeurs très considérables de u, le rayon r:, mené de lori- 
gine au centre de courbure, est sensiblement égal à a et 
sensiblement perpendiétlaire au rayon vecteur r. En éli- 
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minant a entre les équations qui donnent tang(u, — u) 
et r,, on obtiendrait l’équation de la développée de la 
spirale d’Archimède, développée qui est elle-même une 
nouvelle spirale offrant un point d'arrêt correspondant 


, à F sg 
aux coordonnées r, — UE normale en ce point au 


cercle décrit de l’origine comme centre, et qui, en s’é- 
loignant de ce même cercle, fait autour de l’origine une 
infinité de révolutions, de manière à s'approcher de plus 
en plus d’un second cercle concentrique au premier, et 
décrit avec un rayon deux fois plus grand. Comme la cir- 
conférence et la nouvelle spirale qui s’en approche ne se 
rencontreront jamais, on peut dire que ces deux courbes 
sont asymptotes l’une de l’autre. 
AE Xemple: 


nr n(n—1) 
AD ra ==, 70 ( 


; NET 
72 u 
2 
tange —cot(r—w) —", dus DUREE so 
ARE (nu)? au 
2 2, 2 2\2 
tang(u;—u)— Rs y? A ARE DO VE PRE 
u [e(r+i)+uwt 
pour u —0, 


I 
lang æ—cotr= -—, ax— 
(e) 


pour u— 00, 


tangæ —O, «—O, tang(u, =— w) — - 

On en conclura que la courbe touche à l’origine le 
demi-axe polaire, et devient, pour de grandes valeurs 
de u, sensiblement perpendiculaire au rayon r. Dans la 
même hypothèse les valeurs de p et de 7, correspondan- 
tes à des valeurs nulles ou infinies de l’angle w, seront, 
comme cet angle, nulles ou infinies, à moins que 7 = 1. 

3"° Exemple : Spirale hyperbolique , ainsi nommée à 
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raison de l’analogie de son équation ru = a (a désignant 
une constante positive) avec celle de l’hyperbole rappor- 
tée à ses asymptotes. Elle prend son origine à une dis- 
tance infinie et forme une infinité de révolutions autour 
du pôle dont elle s’approche indéfiniment, mais sans l’at- 
teindre, puisque l’on n’a r — o qu’en attribuant à l’angle 
u une valeur infinie. On a dans ce cas, 


a 24 
APR ne PAR 
Pr QE Late 
tangæ ——cot(r—u) —=-, —— 5:59 
D PUNTO AE 


tang (u,;— u) = u +- _ T° | 


pour U — 0, 


F 
tang & — — cotr — tangu; — —, Fan PAT et 
pour 4 = ©, 


I 
fong'e = 0) NA 0; tang (ui — 4) =", nn De 


De ces équations l’on conclut, 1° que l’angle « est sen- 
siblement droit et la courbure sensiblement nulle pour de 
très petites valeurs de w, c’est-à-dire dans la partie de la 
spirale hyperbolique qui est très éloignée de l’origine et 
se confond à très peu près avec l’asymptote y — a de cette 
courbe ; 2° que, pour des valeurs croissantes de l’angle w, 


] di . Ë . LE . 31 nt 
angle & GIMINUE Sans cesse, depuis RES JuSqu à 4 — O, 


c’est-à-dire que la spirale tend toujours à devenir per- 
pendiculaire au rayon vecteur; 3° que le rayon de cour- 
bure p et le rayon vecteur du centre de courbure r, dont 
les valeurs sont d’abord très grandes finissent par s’éva- 
nouir. En éliminant w entre les équations qui donnent 
tang(u, —u)etr,, on obtiendrait l'équation de la déve- 
loppée qui sera une nouvelle spirale s’approchant aussi 
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indéfiniment de l’origine sans pouvoir jamais l’atteindre. 

4° Exemple : Spirale logarithmique u = Lr, r = a, 
r = e“* (a désignant la base du système de logarithmes 
représenté par la caractéristique L , base que nous suppo- 
serons plus grande que l’unité). Pour u = 0, on a r—1. 
Lorsque l’angle u croît positivement, r augmente de plus 
en plus. Ainsi, en partant du point A, la courbe forme 
autour de l’origine une infinité de circonvolutions et s’é- 
loigne indéfiniment de ce point. Si l’angle w croît néga- 
tivement , le rayon vecteur diminue de plus en plus et la 
courbe s’approche indéfiniment de l’origine, sans pouvoir 
jamais l’atteindre. 

De l'équation r — e“l* on tirera 

LES rla, Ah ennlar, 
tangæ — cot(r — u) —la, 
e=(i la)? ele a À JE a2) 7 — Se 
cos æ 

L'angle « est donc constant, c’est-à-dire que la tan- 
gente, et par suite la normale, font constamment le même 
angle avec le rayon vecteur. De plus, pour obtenirle rayon 
de courbure en un point quelconque M, il suffit ( fig. 29). 
de mener par les points M et O deux perpendiculaires, 
l’une Og au rayon vecteur OM, l’autre My à la tangente 


MT; My sera le rayon de courbure cherché. En effet, on 
> 








a Mu. — : = p. Cette construction et l’équation 
COS 





P = 
la normale. À l’aide de cette propriété, on démontrerait 
très simplement que la développée de la spirale logarith- 


mique est une autre spirale logarithmique. En effet, u,, r, 


étant les coordonnées du centre de courbure, on a 
T dr 
l, 0% Hi 2, Sr = rla la culs: 


du 


ss. montrent que ce rayon de courbure est égal à 
æ À 
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Lt . e. 3 
d’où l’on tire, en substituant pour u sa valeur u=u,—-, 
Â 1.1 
À le{us —T) k(u T4 ‘ 
r, = lae rie 2 la 
tas 
2 b 
ou en posant lae tels 
ie e?u: 


2 


équation d'une nouvelle logarithmique que l’on déerirait 
en faisant tourner la première autour de l’origine, de 
manière que chacun de ses points décrive, avec un mou- 
vement de rotation direct ou de droite à gauche, un angle 
T la’ # , A a. 

RAC (a' étant égal à la). On serait parvenu au 
inême résultat en partant des équations faciles à établir 


égal à 


5 T 
rs SIN (U; — u) =r = COS(U; — U) —=0, 
d’où l’on conclurait 


æ 
Us = U + 4 7, = rla; etc. 


154. Terminons ce que nous avions à dire sur l’em- 
ploi des coordonnées polaires, en cherchant la différen- 
tielle du secteur compris entre la courbe et deux rayons 
vecteurs quelconques. Pour cela considérons le secteur. 
OAM =S ( fig. 30) décrit par un rayon vecteur que nous 
supposons se mouvoir de telle sorte que le secteur S croïisse 
en même temps que l'angle u; S sera une fonction de & 
que l’on ne peut déterminer généralement, mais dont 
on peut trouver facilement la différentielle. En effet, 
donnons à w un accroissement Au, le secteur prendra un 
accroissement ÀS — OMm. Du point O, avec les rayons 
OM, Om, décrivons deux ares de cercle MM’, mm’. En 
s1ipposant que l'accroissement Au soit assez petit pour 
que dans l’intervalle de w à uw + Au, le rayon vecteur ait 
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constamment crû ou diminué, l'accroissement AS sera 
compris entre les deux secteurs cireulaires MOM', mOm' 


r? 





HOT AU Au 
ou entre les deux quantités et (r + Àr) LA Le rap- 
2 
AS à | 
port — sera donc aussi compris entre les deux rapports 
Au | 
72... (r+ ar) É Ce , ‘ 
— et FL qui, à la limite, sont tous deux égaux à 
x | 


a 
7, Donc 
Ne der, dS ed au: 
Au du 2 2 





Il est évident que si le secteur décroit quand l’angle x 


augmente , on aura 
r?du 
ds a mere 0 
2 





Si l’on voulait avoir en coordonnées rectangulaires la va- 
leur de dS, il suffirait de remarquer que les formules 


RE ee de 
dx + dy —] —= Poe (ar rdu LT), 
donnent 
ædy — ydx = r°du, 
donc 
dS= Er AE EE 


. ?» ‘ r?du 
Cette équation, comme l'équation dS — —;—> suppose 


que le secteur augmente ou diminue en même temps que 


l'angle u ; autrement on aurait 
3 
r?du zdy — ydx 
AS = = = — ———, 
2, 
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VINGT-SEPTIÈME LECON. 


Propriétés des courbes planes ou à double courbure, situées d’une manière 
quelconque dans l’espace. — Tangentes, plans tangents. — Normales, 
plan normal. — Asymptotes. — Points singuliers. 


155. Considérons une courbe quelconque et sur cette 
courbe deux points M et M’, dont les coordonnées soïent 


(x, Y,2), (x + Ax, J + AY, 2 + 42). 


La sécante qui passera par ces deux points fera avéc lés 
axes des angles a, b, c, dont les cosinus seront propor- 
tionnels aux différences des coordonnées des deux points, 
et l’on aura 














cosa cos  cosc L 
== Eu = "+ FES ER © L 
Aœ AY AZ V'Ax? Hay? + a? 
AT À 
cos a = EE ——_—  —, cos b— + er. 9 
V'Ax AY? +az? V'Ax?+ ay? Az? 
AZ 

COSC au re DEEE EE RS 
V'ax? + ay? + A7? 


Concevons à présent que le point M” vienne à se rap- 
procher indéfiniment du point M, la sécante qui joint,ces 
deux points tendra de plus en plus à se confondre avec 
une droite que l’on nomme tangente à la courbe donnée, 
et qui touche cette courbe au point (x, y). Si l’on dési- 
gne par &, 6, 7 les angles que cette tangente fait avec les 
axes; par Ë, , € les coordonnées de l’un quelconque de 
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ses points, on aura 











: À d 
LE DS EN 
V/Ax Lay Haz V/ dx? +dy? Ldz° ? 
“4 S4 

cos D sa et 3 RTL Li VAE , 
V/dx? + dy? + dr? V/dx?+ dy + dr 

Ge ny _C—z, À 

nn prdy. Tuidai 


telles sont donc les équations de la tangente que l’on 
déduirait immédiatement des équations 


cos a cos D cos c 











du RTE 2 


AZ AY AZ 


en passant à la limite , et qui s'étendent même au cas où 
x, #, & représenteraient des coordonnées obliques. 

On dit qu’une droite est normale à une courbe en un 
point donné, lorsqu'elle est perpendiculaire à la tangente 
en ce point. | 

Cela posé, on pourra évidemment mener à une courbe 
par chaque point, une infinité de normales qui seront 
toutes comprises dans un même plan. Ce plan unique est 
ce qu’on appelle le plan normal. Il est perpendiculaire à 
la tangente, et passe par le point (x, y, z). Son équation 
sera donc , en désignant par £, n, € les coordonnées de l’un 
quelconque de ses points, 


(£—x)cosæ +(y— y) cosS+(Ë—2) cosy—0, 


ou, en mettant pour cosæ, Cos6, cosy les quantités pro- 
portionnelles dx, dy, dz, 


(Ex) dx +(n—7) dy +(C— 3) dz— 0. 
156. Supposonsqueu—F(x,y,z)—0,v—=f(x,y, z)=0, 


soient les équations de la courbe donnée, c’est-à-dire les 
équations de deux surfaces qui la renferment, on aura, 
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en différentiant, 


du du du 

— d. — d — dz = 
RATS A Se 
do de D, 

D de Pr + FT 


d’où l’on tire, en éliminant tour à tour dz, dy, dx, 


dx Qu dy a dz 
du dv du dv  dudv du d du dv du ds ? 


— — 0 — — — — —— — —— —  — — 


dy dz dzdy dzdx dx d2 drdy  dydx 


cos " cos C cos y 
dudv dude dud dud dudv dut 


— — ——s — — — = — — — — — — — 


dy dz  dz dy AE ALL AT SRE 16 dy dx 


a «3 <<<, 
V du dv du dy du dy ‘ du ds \? du dv du d\2? 
Fee) Fa æd)T\æd &a 


et les équations de la tangente et du plan normal de- 
viennent 


E— x n—Y £—32 


du dv du Es du ds  dudy du d du à? 


dy ds. dzdy ds dr dx dz dx dy “ddr 


L du dy du dv 
Fes ve) 
Les dénominateurs ou les coeflicients de £— x, n—7, 


& — z se forment très simplement, en écrivant sur deux 
lignes les quantités 


du du du du du du 
dx , dy $ dz , dr ? dy , dz , 
do dv dv ds dv dv 
dx’ dy’ dz’ dx? dy”  dz’ 


partagées en trois groupes, et multipliant en croix. 
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Si dans les deux Rien différentielles 


du 
FE de 4 dy + ds o, 
dv 
as de + dr + À À di =, 


on substitue, pour dx, dy, dz, les quantités proportion- 
nelles £ —x,n—7y,Ë—z;£,n, € étant les coordonnées 
d’un point quelconque de la tangente, on a, pour les deux 
équations de cette ligne, 


EE +R n E+ CIE 0, 
a) + net EE 


Ces équations représentent deux plans qui ont la tangente 
pour commune intersection. 

Si l’une des équations de la courbe, 4 — 0, par exem- 
ple, ne renfermait que deux variables x , y, elle représen- 


terait la projection de la courbe sur le plan des xy, et 
l'équation 
du du 


(x HA = = © 


représenterait à la fois et la projection de la tangente à la 
courbe dans l’espace, et la tangente à la projection; et 


comme le plan des xy est quelconque, on en conclurait 
généralement que la projection de la tangente à une courbe 
quelconque sur un plan donné se confond toujours avec la 
tangente à la projection de la courbe sur ce même plan. 
Ce théorème résulte d’ailleurs évidemment de la défini- 
tion même de la tangente, puisque les tangentes à la courbe 
et à sa projection sont les limites dont s’approchent indéfi- 
niment la sécante et sa projection. 

On appelle plan tangent à une courbe donnée un plan 


À: LL 19 


PR US 


TS 
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quelconque passant par la tangente; il en existe donc une 
infinité, et en appelant généralement /, m, n les angles 
que la perpendiculaire à l’un quelconque de ces plans fait 
avec les axes, il sera réellement tangent si l’on a 


cos / coSæ —- cos cos6 + cos 2 cosy — 0. 
157. On déierminera avec facilité les asymptotes d’une 


courbe tracée d’une manière quelconque dans l’espace, 


soit en remarquanti que ces asymptiotes auront pour pro- 
Jections sur les plans des coordonnées les asymptotes des 
projections de la courbe, soit en observant que si 


VEINE D}. 2 = AL FU 


sont les équations de ces asymptotes, les valeurs de y et de z 
tirées des équations de la courbe donnée pourront se met- 


tre sous la forme 
j=me+p+h, 2=n2+q Hi, 


h etz se réduisant sensiblement à o pour de très grandes 
valeurs de x. D'où l’on tire évidemment 
m = lim POP AT à si 
T TL 
p= lim.(y — mx), q = lim. (z— nx). 

Ainsi, pour calculer les coeflicients m et n, il faudra 
poser dans les équations de la courbe, y = sx, z = 1x; 
puis chercher la limite ou les limites vers lesquelles con- 
vergent les variables s et t, tandis que la valeur de x croît 
indéfiniment. Après avoir trouvé m et 7, on obtiendra 
p et g en posant 


V—=ME—S19 Ze NA li3 


et cherchant les limites de s, et de #.. 
-Le calcul qui précède donnerait seulement les asymp- 
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totes non parallèles au plan desyz; maïs en changeant 
entre elles les coordonnées x et y, on obtiendraitles asymp- 


iotes non parallèles au plan des zx où au plan des zy, etc. 

Les points d'arrêt ou de rebroussement, les points sail- 
lants, les points multiples, en général les points singuliers 
d’une courbe tracée dans l’espace, ont ordinairement pour 
projections sur chacun des plans coordonnés des points 
qui offrent les mêmes singularités, mais qui, parce qu'ils 
appartiennent à une courbe plane, projection de la courbe 
donnée, seront facilement déterminés à l’aide des métho- 
des déjà exposées. 


Applications. 


158. 1° Exemple : L’ellipse produite par l'intersection 
du cylindre à base circulaire 4 = x? + y?—R°= 0 et du 


plan » — Ax + By + Gz = 0. On trouvera 
xdx + ydy —=0, Adx + Bdy + Cdz = 0; 








dx. dy _  & 
Y  —%X 1 ? 
c(Br — Ar) 
cos a cos6 A cosy IR C 
—Z? I ns “ + 
# c(Be— ay)  [CR+(Ba—ay)] 


Les équations de la tangente seront 


ÉmnT  H—N C—2 


Y — 2% I 
C 








? 


(Bz— A7) 
ou | | 
D(Ë—z)+y(n—r)=0,A(Ë—-x)+B(1—7)+C(É—z)— 0, 
ou enfin 

xt Lyn—R, AË By + C — 0. 


Ces dernières équations représentent, comme on devait 
19 
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s’y attendre, la tangente au cercle base du cylindre , et fe 
plan même de la courbe. 


L’équation du plan normal sera 
G(Ëy — ne) + (Be —Ay)(£ — 2) = 0: 


2% Exemple : La courbe produite par l'intersection du 
cône droit x°+ y° —=R?z?, et du plan Ax+By+Cz=—o. 


Les équations de la tangente seront 
LË + ny = R'À, AE + By + CÜ — 0; 
celles du plan normal 
C(Ë7 — 1x) + (BÉ—An)R 2z + (Br—Ay) (È — 2—R2z)— 6. 


Les équations de la tangente représentent, comme on 
pouvait le prévoir, deux plans : le plan de la courbe et 
un plan passant par l’origine et le sommet du cône. 


Exemple : La courbe intersection de la sphère 
z?'+ y? + 2? = R°; 
et du cylindre droit 
(x +R) Hz? —7R, ou æ?—Rr+ 7 —0, 


dont la base ‘est un cercle qui a pour diamètre le rayon 
de la sphère. Cette courbe a pour projection sur le plan 


des xy, la parabole 
f=R(R—&); 
sur le plan des zx, le cercle 
z?— Rx +2 =o;, 
sur le plan ‘des Vz , la lemniscate 
Ris PAR" —72) PURE 


La tangente à la courbe proposée aura donc pour pro- 
jections les tangentes à la parabole, au cercle et à la lem- 
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niscale, c'est-à-dire les trois droites 


YAaHTRE =R(R—+{x), 
(T—iR)Ë +zÈ—<:R?, 
R2z0— (R° — DYE) fa Ve 


L'équation du plan normal peut être mise sous la forme 


et l’on reconnait qu’il contient le rayon mené de l’ori- 
gine au point (x, y). 
3%° Exemple : Vhélice. Considérons un cylindre droit 


dont la base sur le plan XY soit le cercle 
VA à SAS LE Re, 


et dans ce cercle un rayon mobile qui, appliqué d’abord 
sur l’axe des x, tourne indéfiniment autour de l’origine 
avec un mouvement direct ou rétrograde, c’est-à-dire de 
droite à gauche, ou de gauche à droite, et soit w l’angle 
variable décrit par le rayon pris avec.le signe + ou avec 
le signe —, suivant que le mouvement est direct ou ré- 
trograde. Si maintenant , à partir de l’extrémité du rayon 
mobile, on porte sur la génératrice du cylindre , dans le 
sens des z positifs lorsque x sera positif, et dans le sens 
des z négatifs lorsque z deviendra négatif, une longueur 
proportionnelle à l'angle 4, ou, ce qui revient au même, 
à l'arc + Ru compris entre les côtés de cet angle, et re- 
présentée en conséquence par un produit de la forme 
+ aRu, a désignant un nombre constant, l’extrémité 
de cette longueur décrira une courbe à double courbure, 
appelée hélice, et dont il est facile d'établir les équations 
et les propriétés. En effet, soient x, y, z, les coordon- 
nées de cette extrémité ou d’un point quelconque de la 
courbe, on aura évidemment 


DARCOS Ney ERNST sa, 
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et l’on en conclura 


LA Ë 
z4+ y =R, 2—= ak arc cos R = aR arc tang 7; 


dx = —Rsinudu, dy —=Recosudu, dz—= aRdu; 
| ds? = dx? + dy? + dz? — du? (1+a?); 


dx Sin w dy COS 4 
COS @æ — HART QE, eme fs cosC — + Se 
S Vite: ds Vite : 


2 a 

COS y = ——— , 

V” 1 + a? 

et il résulte évidemment de la dernière de ces équations, 
que l'angle y formé par la tangente à la courbe avec l’axe 
des z, et, par suite, avec la génératrice du cylindre, est 
un angle constant. En vertu de cette propriété, la courbe 
se développera en ligne droite, quand on développera le 
cylindre dont elle fait partie. On trouvera de plus, pour 
les équations de la tangente, 


É—x  _n—7 C— 2 





et pour l'équation du plan normal, 
(y — y) cosu—(Ë—x)snu+a(é— 2) = o. 
L'équation z — ak arc tang = représente la surface hé- 


licoïde engendrée par une droite qui reste toujours com- 
prise dans un plan mobile perpendiculaire à l’axe des z, 
qui rencontre cet axe au même point que le plan, et qui 
tourne autour du point de rencontre, de manière à dé- 
crire, dans le plan mobile, des angles proportionnels aux 
distances parcourues par le point dont il s’agit. Cette 
même surface coupe évidemment le cylindre, suivant deux 
hélices dont les points correspondants se trouvent situés 
à égale distance de l’axe des z, sur la droite génératrice de 
la surface. 


0m? (em — 
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Du plan osculateur d’ane courbe quelconque. — De la normale principale. 


159. On appelle plan osculateur d’une courbe quel- 
conque en un point donné, le plan qui contient les deux 
tangentes menées à ce point et à un point infiniment voi- 
sin, ou le plan qui passe par deux tangentes consécutives, 
ou enfin le plan qui passe par trois points infiniment voi- 
sins. En partantde ces définitions, on trouvera facilement 
l'équation du plan dont il s’agit. 

ire Méthode. Désignons par x, y, z, les coordonnées 
du point de la courbe; par x, 6, y, les angles que fait avec 
les axes la tangente en ce point ; par £, n, €, les coordon- 
nées de l’un quelconque des points du plan osculateur ; 
par /,m, n; les angles inconnus que fait avec les axes la 
perpendiculaire à ce plan. Son équation sera 


(Ë—x) cost H(n—7y)cosm +(Ë —z)cosr = 0. 


Ce plan devant passer par la 1'° tangente, et par une tan- 
gente très Voisine, qui fera avec les axes des angles dont 
les cosinus seront 


COS & + ACOSæ— COS # + dCc0$æ .(1 +e'), 


COS 6H Acosé — cos$ + dcos6.(r He”), 


COSy+-Acosy—cosy-+ dcosy.(1 H-<”), 
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(£,€,e étant des quantités très petites), on aura 


cos cos / + cos cosm + cosy cos À — 0, 
[cosæ + dcos .(1 + e')]cos/+-[cos 6 + dcos6.(1 +-e”)]cosm 
+ [cosy dcosy.(1+e”)] cos —0, 


ou, en réduisant et supposant que, la seconde tangente 
devenant infiniment voisine de la première, les quantités 
e,€e ,€e",s'évanouissent, 


cos à cos / + cos 6 cos m + cosy cos 2 — 0, 
dcosaæ.cos! + dcos£.cos m +-d cos y.cos r = 0. 


On tire de ces deux équations, jointes à l'équation connue 


cos ?{ + cos? +- COS ?72 = T, 
cos L . cos m Pas cos n 
cos Gdcosy-cosydcos 6  cosydcos «-cos«dcosy cos «d cos C-cos Cd.cos à 





I 





[(cosédcosy-cosyd cos E)?+(cosyd cos a-cos ad cos y)?+(cos «cos 6-cos Cd cos Sa 


Les valeurs de cos/, cosm, cosn, et par suite l'équation 
du plan osculateur, se trouveront ainsi complétement dé- 
terminées. Comme on a 


ss sé a cos ga 
COSæ———, COS — —<— pie 
ds ? ds ? eue: 
les équations qui précèdent peuvent se mettre sous la 
forme 
cos L ma cos m ” cosn 
dz dy dx dz dx 
‘d-==drd = — — dxd — — — — 
dyd— did dzd FE RAT dr À eu dy d— 


dat ut (TT 


En prenant l’arc s pour variable ES on aurait 


dx __ d?x I a dy 1, EDR 
ds ds ‘ds, ds ds ds?? ds ds ds?? 
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et par suite 
cos / cos mue v'Co8R 


dyd?2—dzd?y  dzd?x—dxd?z  dxd?y—dyd?x 
Et 


_ V/dyd'2—did?y} +(did°x —dxd?z} + (dxd?y—dyd?x) 
On a de plus 
(dyd?2—did?y) + (dzd°x—dxd?z) + (dxd?y — dyd?x) 
— (dx? + dy? + dé) [(d 2x) + (dy) + (d°2}] 
— (dxd?x + dyd?y + dzd?2); 
on a d’ailleurs, puisque s est variable indépendante, 
dx?+ dy? +dz?—ds?, dxd?c+ dyd’y+dzd?z = 0, 
on aura donc enfin 


cos / cos? cos 72 
dy d?z2—dzd?y — did?x—dxd?z  dxd 27 — dyd?x 





I 


Es M ue SEE PTE Per OR a are creme marqh 
ds {dx} + (dy) +(d°2) 


Si l’on cessait de prendre l arc s poux) variable indépen- 
dante, on aurait 


Tr NN 


d ar — 
À HAT 


PT — [dy(dsa 22— dzd?s)— dz(dsd?y—dyd?s)] 
I 
= (dyd?z—dzd?y), 


dx dz 1 
dd did = (dzd?x — dxd?z), 
d. 


d 
dr d 7 — dyd = — 


PA > Phenle 7l (dxd?y — dyd?x). 


L'équation dx? + dy° + dz° = ds* donnant d’ailleurs 


dxd?x + dyd?y + dzd?z — dsd?s, 
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on trouverait 
cos / va cos mn Ar cos 72 
dyd?z— dzd?y  did?x— dx d?z 7 dxd?y—dyd?x 
DR t I 
Lits 4 (d?x)°+(d?y) + (d?2}—{d:s} 
Dans le cas particulier où l’on prend x pour variable 
indépendante, et où l’on désigne par y’, z', y", z”, les dé- 
rivées de y et de z du premier et du second ordre, on a 


cos / __ COS __ COS7 I 

0 7 — 

Les angles /, m, n étant ainsi déterminés, l'équation 
du plan osculateur deviendra 
(Ë— x) (dyd?z— dzd?y)+(n—y)(dzd?x— dxd?2) 

+(£—2) (dxd?y —dyd?x) = 0, 

ou, en prenant x pour variable indépendante, 

a) (7277) —(nr)s" + (2) y" = 0. 

2° Méthode. Soit toujours 

(Ë— x) cos! + (y— 7) cosm+(Ë—z)cos2 = u = 0 


l'équation cherchée du plan osculateur. S’il doit passer par 
deux autres points infiniment voisins du point (x, y, z), 
son équation u — 0 devra être vérifiée quand on y rem- 
placera æ, y, z par 


THAT, SH AY: 2 + AZ, 
et txH24x + Ax, Y + 2AY +27, 24#2Az + 472, 


on devra donc avoir non-seulement Âu = 0, du = 0, 
mais encore u — 0, du = 0 : on a d’ailleurs évidem- 
ment 
du = dx cos l+ dy cos m4 dz cos n, 
d'u = d’x cos ! 4 d?y cos m += d?z cos » ; 
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on aura donc nécessairement 


dx cos ! + dy cos m + dz cos nr = 0, 
dx cos l + d?y cos m + d’?z cos nr = 0, 


et l’on tirera de ces dernières équations les valeurs déjà 
calculées de cos m , cos n, cos L. 


160. On appelle normale principale d’une courbe en 
un point quelconque (x, y, z), celle des normales à la 
courbe qui se trouve dans le plan osculateur. Dès-lors on 
voit que là normale principale est l’intersection du plan 
normal avec le plan osculateur. En appelant À, m, v les 
angles qu’elle fait avec les axes, £, n, € les cordonnées 
de l’un quelconque de ses points, ses équations seront 

Ex  y—7  C—z 

RE ne LT MeT 
mais elle doit être perpendiculaire à la tangente et à la 
normale au plan osculateur qui font avec les axes des an- 
gles dont lés cosinus sont proportionnels aux quantités 


ALTO: VUE: 
dy d?z — dz d?y,. dzd?x— dx d?z, dx d?y — dy dx; 


on aura donc 


cos À dx + cos ge dy +-cosvdz = 0, 
cos A(dy d?z — dz d?y) + cosw(dz d?x — dx d?z) 
—+- cos » (dx d?y — dy d’x)=0; 

d’où l’on tre, en éliminani d’abord cos v, . 
cos (dx? d?y — dx dyd?x—dz dyd?2+ ds d°y) ” 

— cosu(dz? dx — dz dx d?z — dx dy d'y + dy?d?x) = 0, 

cos A [(dx?-+ dz?) dy — dy (dx d?x + dz:d?3)] 

— cos pe [(dz?+ dy?)d?x — dx (dz d?z + dy d°y)] = 0; 


mais les équations 


dx? + dy?+ dz? = ds’, dx d’x 4 dy d’?y + dzd?3= ds d?s, 
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donnent 


dx?+dz? = ds? — dy?, dx d’x + dz d?z —dsd?s —dy dy, 
dz?+dy?=ds?— dx?, dz d?z + dy d?y = ds d?s—dx dx; 


donc 


cos À [(ds? — dy?)d?y — dy (ds d’s— dy d'y) 
— cos pe [(ds? — dx?) dx — dx (ds d?s — dx d?x)] = 0, 
cos À 29° COS 
dsd?x —dxd?s — dsd’y—dy ds 


En éliminant y on aurait trouvé de même 


COS À cos» : 
ds d?x—dx ds ds d?2—dzd?s 


on aura donc définitivement 


cos À Ve COS x FA cos » 
ds d'x— dxd?s ds d?y—dy d?s ds d?z — dzd?s* 


équations qu'on peut mettre sous la forme 
pue nn Se I 
x y z dx dy ds \’ 
d-—= d Ep d ER CS V eds vos: 4 d:- Ce 
ds ds ds (a ds ) ne (a ds “y ( =) 
| ds? | 
EU V/(ds dx -dxd?s} + (dsd?y -dy d?s) +(ds d?z-dz ds} 











. Ce ; PR € : 
&La quantité sous le radical est évidemment égale à 
ds?{[d?x) + (dy) +(dz)]+ (ds) (dx? + dy?+ dz?) 
— 24s d?s[dx dx +4 dyd?y +-dzd’z|, 


où à 


ds?[(d2x}+ (dy) + (d22) + (d?s) — 2(d?s)] 
= ds? {(d?x)+(d?y}+(d?z)—(d?s), 


SU ben. 
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on aura donc définitivement 


COSA __ COSH __ COS ds 
ae TO ae VD +@NHa- (ds) 
ds ds ds 


Ex ny __ C—z 








Quand on prend l'arc s pour variable indépendante , les 
équations qui précèdent se réduisent à 
sa __ COS&_. cos» Se I 
d2% or d?z V/(d2x) + (d?y} + (22) 
Ex  _n—7 _ C—z 
dx d?y D dia 














161. Au lieu de définir directement le plan osculateur, 
pour déterminer ensuite la normale principale à l’aide du 
plan osculateur, on aurait pu, avec M. Cauchy, définir 
d’abord la normale principale pour en déduire le plan os- 
culateur en procédant comme il suit, 


Lemme. Étant données deux courbes qui se touchent, 
si, à partir du point de contact, on porte sur ces courbes, 
prolongées dans le même sens, des longueurs égales mais 
très petites , la droite qui joindra les extrémités de ces lon- 


gueurs sera sensiblement perpendiculaire à la tangente 
commune aux deux courbes. 


Démonstration. Supposons que les longueurs égales 
portées sur la première et la seconde courbe, à partir 
du point de contact, aboutissent, d’une part, au point 
(x, y, 2), de l’autre au point (£, n, €); soient de plus s, 
les ares renfermés, 1° entre un point fixe de la seconde 
courbe et le point (x, y, z): 2° entre un point fixe de la 
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seconde courbe et le point (£, n, €), tandis que lesordon- 
nées x, ÿ, Z, £, n, € varieront simultanément, la diffé- 
rence s —c restera invariable, puisque les petites lon- 
gueurs portées sur les deux BA: sont par hypothèse 
égales entre elles; on aura donc 


7— $ — CONSt., & —s+const., dr = ds, de — ds =0, 
dE? + dy? + dE? — dx? — dy? — dz — 0, | 
(d£ —+-dx) (dË —dx)+(dy+dy) (dy—dy)+(d£+dz)\dé—dz)— 0. 


Soient d’ailleurs &, 6, y les angles que forme avec les axes 
la tangente commune aux deux courbes prolongée dans 
le même sens que les axes s et 6; 0 la longueur de la droite 
menée du point (£, n,€) au point (x, y, z); enfin ,À, ue, v, 
les angles que forme cette droite avec les demi-axes des 
coordonnées positives, on aura 








dx °d£  dx+-dËé dy dy dy +d» 
COa= — = = ————, COSÉ = = = >, 
ds do ds + do ds de ds +do 

dx dl. dz+ dû 

COVER ; 

ds do ds + do 

Je WAE 0 Die Mr) 
de ae ose = 7, cos) =, 


ces trois dernières fractions, quand la longueur d sera très 
petite, seront sensiblement égales aux quantités 


dé—dx  dy—dy  di—dz 
d'a ue dd + dd 1 


de sorte que l’on aura sensiblement 


d—dx _ dn—dy dé — dz 


PV mes SE Frun > ‘ 
cos 2 SEE cose AS cosy TS 











Dès-lors, si dans l’équation 


(dE +-dx)(dé—dx)+{dy+dy)(dy — dy)+(d£+ dz)(d£— ds) = 0, 
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onimet à la place des trois sommes les quantités propor- 
üonnelles cos &, cos6, cosy, et à la place des trois diflé- 
rences, les quantités également proportionnelles cosÀ, 


COS{4, COSY, On aura 
cos 4 COS A —- cos COS = COS YCOSY — 0, 


et cette équation exprime bien que la droite menée du 
point (x, y, z) au point (£, », €), est sensiblement perpen- 
diculaire à la tangente commune aux deux courbes. 

162. En remplaçant dans le lemme qui précède la/se- 
conde courbe par ia tangente à la première, on obtiendra 
le théorème suivant : Si, à partir d’un point donné sur une 
courbe, on porte sur cette courbe et sur sa tangeñte pro- 
longées dans le même sens des longueurs égales et très pe- 
tites, la droite qui Joïndra les extrémités de ces longueurs 
sera sensiblement perpendiculaire à la tangente. Cette 
normale, qui mérite d’être remarquée, est précisément 
celle que nous’ aurions pu appeler à priort normale prin- 
cipale. Pour fixer sa direction, appelons z la longueur 
portée sur la tangente et sur la courbe, et substituons à 


E,n, €, leurs valeurs 


É—x+Hicosa, y —y+Hicosé, € — z+icosy, 


dans les équations 














à dé — dx dy— dy LV dé —dz 
LOVE ER COS Se = —— 
de js aù ? dd L? 
qu'on peut mettre sous la forme 
COSA _ COS# __ COS» 
Han di dy Vdt=ds 
on trouve de cette manière 
cos À COS COS » COSA  COS# COS» 
- ne pe — , OU — ue : 
dcosæ dcoss  dcosy Prat dy d dz 
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or ces dernières équations prouvent bien que la normale 
en question coïncide effectivement avec celle qui est si- 
tuée dans le plan osculateur. 

Après avoir ainsi défini d’abord la normale principale, 
on obtiendrait immédiatement l'équation du plan oscula- 
teur, en le définissant un plan qui passe à la fois par la 
tangente et la normale principale. En effet, si l’on ap- 
pelle /, m, n les angles que la perpendiculaire à ce plan 
fait avec les axes, la double condition de passer par la tan- 
gente et la normale principale donne 


cos cos /+-cosÉcosm+-cosycos2—=0, 

cos /coS A +- cos nCOSu-+-COS 2 COS» — 0, 
ou 

cos æ cos /H-cosé cos m+-Ccosy cos 2 — 0, 


cos dcos « + cosmd cos6 + cosrdcosy—=0; 


d’où l’on déduirait, comme nous l’avons déjà fait, les va- 
leurs de cos/, cosm, cos, et par suite l'équation du 
plan osculateur. 
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Des deux courbures , du rayon de courbure , du centre de courbure et du 
cercle osculateur d’une courbe quelconque. 


LL 


163. L’angle compris entre deux tangentes consécutives 
ou entre les tangentes extrèmes de l'arc infiniment petit 
+ As, est ce qu'on nomme l’angle de contingence ; dési- 
gnons par ÀT ce même angle, et par Aw l'angle infini- 
ment petit compris entre les plans osculateurs qui cor- 
respondent aux extrémités de ce même arc, ou, ce qui 
revient au même, entre les perpendiculaires aux plans dont 
il s’agit. Les quantités Ar et Aw ne pourront s’évanouir 
constamment que dans certains cas particuliers, savoir : la 
première , lorsque la courbe proposée se changera en une 
ligne droite ; et la seconde, lorsque cette courbe deviendra 
plane. Maïs en général Ar et Aw conserveront des valeurs 


différentes de o ; et l’on pourra en dire autant des limites 
AT A@ 

vers lesquelles convergent les rapports + 3 +; pen- 
$ S 

dant que l’arc + As décroitra indéfiniment, ces limites 

dr da x PRE SET #1 

HE, +7, qui seront équivalentes, si l’on considère 

une courbe plane, l’une à la courbure de cette courbe ; 

l’autre à o, serviront à mesurer dans tous les cas ce que 

nous appellerons la première et la seconde courbure de 

la courbe proposée. Ces deux courbures sont réelles; en 


ŒUCtT. 20 


306 CÂLCUL DIFFÉRENTIÉL." » 


effet, pour concévoir une courbe qui n'est pas plane, il 
faut non-seulement concevoir que la tangente s'incline en 
changeant de position ; il faut encore que le plan de deux 
éléments consécutifs varie aussi dans l’espace : cette se- 
conde courbure peut être comparée à la torsion que l’on 
ferait subir à une courbe plane. Il est d’ailleurs évident 
que ces deux courbures seront d’autant plus grandes ou 
d'autant plus petites , que les angles Ar ou Aw seront plus 
grands ou plus petits pour une même valeur de As et que 


y AT. A@ ; Te 
par conséquent les rapports Aa? AA OÙ mIeux les limites 
$ 


do , : 
Ho Ne de ces rapports, seront leur mesure naturelle. Si 
as S ? 


4 I I 
l'on représente par a 19 ces mêmes courbures, l’on aura 


donc tou] oùrs 


RE fire, AE ac 1 E iii. LR TEER 
E AS ds P AS ds 


164. Lorsque l'arc MM'— + As est très petit, sa corde 
V/Ax:+Ay+Az? est sensiblement perpendiculaire aux 
plans normaux menés à la courbe que l’on considère par 
les deux poïnts (x, y, z), (x+Ax, y4AÀy, z4 Az), et la 
plus courte distance MD ( fig. 31), du point (x,.y,2) à la 
ligne d’intersection des deux plans est sensiblement égale 
au premier rayon de courbure p. En effet, soit r cette 
plus courte distance MD; menons par MD un plan per- 
pendiculaire aux deux plans normaux ou à leur commune 
intersection, et projetons l’arc MM sur ce plan. L’are 
MM étant sensiblement perpendiculaire aux deux plans, 
il sera aussi sensiblement égal à sa projection, et l’on aura 


Mm! — as(1 +), 


e étant une quantité très petite. De plus, dans le trian- 
gle Mm'D, l'angle m#° sera sensiblement droit et l’angle 
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MDm' sera précisément l’angle des deux plans normaux, 
ou, ce qui revient au même, l’angle At des deux tan- 
gentes menées aux extrémités de l’arc + As, on aura 
donc, en exprimant que dans ce triangle les sinus sont 
proportionnels aux côtés, 


. {(F , 
sin| ——+- «’ ; | 
2 RAT SinAT Sin A7 AT 


PC "cuite 


— XX — 
r (1H e)as Ar(i+-e) As t 
et, en faisant converger As vers la limite o, on trouvera 


I : AT j 
— Jim. EE — = -, 


ee 


him. AS p 





Il importe d'observer que le plan osculateur passe par 
les deux tangentes consécutives, et qu’il est par consé- 
quent perpendiculaire aux deux plans normaux infini- 
ment voisins et à leur commune intersection; en sorte 
que la normale, qui est perpendiculaire à cette commune 
intersection et sur laquelle on compte la longueur r, se 
confondra sensiblement avec la normale comprise dans le 
plan osculateur, c’est-à-dire avec la normale principale. 
Il suit évidemment de ce que nous venons de dire que, 
pour obtenir le premier rayon de courbure p, il suffit 
de construire la normale principale correspondante au 
point (x, y, z), et de chercher la portion de cette droite 
comprise entre ce point et un plan normal très voisin. Le 
rayon p, mesuré de cette manière sur la normale princi- 
pale, est ce qu’on nomme le rayon de courbure de la 
courbe proposée relatif au point (x, y, z), et l’on appelle 
centre de courbure l'extrémité du rayon de courbure, qui 
peut être considérée comme le point de rencontre de la 
normale principale, et d’un plan normal infiniment voi- 
sin. Le cercle qui a ce dernier point pour centre et le 
rayon de courbure pour rayon , se nomme cercle de cour- 


20., 
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burce, ou cercle osculateur ; il touche la courbe proposée 
et a même courbure qu’elle. Si par la tangente et par la 
perpendiculaire au plan osculateur on fait passer un nou- 
veau plan, le centre de courbure sera évidemment situé, 
par rapport au nouveau plan, du même côté que le point 
(x + Ax, y + Ay, z + Az), et coïncidera nécessaire- 
ment avec l’un des points du demi-axe dont la direction 
est déterminée par les angles À, u., ÿ, que la normale prin- 
cipale fait avec les axes, et qui, comme nous l’avons vu, 
sont donnés par les équations 


COS À __ COS COS y 
dt; 3 dy 1 de 








165. Il est facile de calculer la longueur du rayon de 
courbure, en partant de l’équation qui le définit 


DRASS AR Le cn 
AS ds 


En effet, cosæ, cos6, cosy; cosa+ Acosæ;, cos6— Acosé, 
cos y + À cosy étant les cosinus des angles que font avec 
les axes deux tangentes très voisines , on a 
cos? @& + cos® 6H cos? y = 1, 
(cos à + A cosæ)?H(cos6 HA cos 6)? (cosy HA cosy} = 1, 
cos Ar — COS « (cos & ++ A cosæ) +- cos 6 (cos 6 + À cos) 
| + cosy (cosy + 4 cos y) ; 


si de la somme des deux premières équations on retran- 
che le double de la seconde, il vient 


2{(1—çc0s Ar) — (a cos«)? + (A cos5)? + (A cosy}?. 
On a d’ailleurs 


. AT HERBE 
COS AT = 1 — 2SIn? pau 2 SIN? — — j —COS AF; 
2 


#1] 
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donc 


2sin = cn (a cos æ)? += (A cos Ç )? + (A cos y)?, 





et par suite 


LE AN NT 
sin — 2 Sin — 
J 2 

= km: 





$ 


À 
AT : 2 
A AS 








[A cos D A cos 6 \? A cosy \?, 
Li. VE +0 + (2) 


et enfin, 


po Vds. ds ds ds 


En Nu. de la même manière, on trouverait pour la 
seconde courbure 


FRA he ere . d cos n\? 
P a ds #T ds ): 


) \ 














Il résulte évidemment de ces formules que la première 
L Lé 4 % | A 

courbure — est généralement nulle dans le cas où les an- 
P 

gles «, 6, y deviennent constants, et la seconde courbure 

I 

: dans le cas où les angles /, m,7 conservent toujours 


les mêmes valeurs; ce qui s'accorde avec les définitions 
que nous avons données de ces courbures. 
Si dans la valeur du premier rayon de courbure l’on 








met pour cos &, cos 6, cos y, leurs valeurs — ÉTNNEE il 
ds” ds’ ds’ 
viendra 
at d ANT de ! 
PRE ds ds ds 
à ds sh ds a “de 7 »” 
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puis, en développant comme plus haut (n° 160) 


Ne + (d'y) + (42 2) — (ds) 
ner ds À 


Var dz- dz d? y} +-(dzd°:x- dx d?z) ai (dx d'y-dy mis Ph 
(dx? + dy? + dz DE 


Si l’on prend s pour variable indépendante, il viendra 
plus simplement, 


LA VAGUES va eg dy) +(dz} 


En prenant x pour variable indépendante, on trouverait 


* Ro à 

166. Si, à partir du point (x, y, z), on porte sur la 
courbe donnée et sur la tangente prolongées dans le même 
sens des longueurs infiniment petites, égales à z, et si l’on 
nomme 0 la distance comprise entre les extrémités de ces 
deux longueurs, on trouvera, en prenant s pour variable 
indépendante et en remarquant que les coordonnées des 
extrémités des deux longueurs, sont respectivement 








dx it Yu?ix / dy ÿà 
c++ “ni 7 +TE “ + 4e 








20 d?x d?y d?z\? 
»_ (E 
ML = rit DAMES y 
donc. 
1? 


= him — 
g im 5. 
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et par conséquent, pour obtenir le rayon de courbure 
d’une courbe en un point “donné, il suflit de porter sur 
celte courbe et sur sa tangente prolongées dans le mème 
sens, des longueurs égales et infiniment petites, et de di- 
viser le carré de l’une d’elles par le double de la distance 
comprise entre leurs extrémités : la limite du untient 
est la valeur exacte du rayon de courbure. 
En comparant ensemble les équations 


COSA __COSpn COSr a 

dx CHAUDE 4 a ; 
d— d—  d— 

ds ds ds Ce &) NE ds 

5e / de Ÿ Le dz 
<= — de 42) 
: VI RTE AT) + (HUE) ds. 











dé dy dt 
ds ds ds 
de RATÉ COSH — p ä SLR TA à 


et en prenant s pour variable indépendante, 


d?x d? d?z 
153) MSA Re OE DLLMIPTTS 


167. Si l’on suppose que le plan xy devienne paral- 


COSÀ = p 


lèle au plan osculateur, on aura 


COS { = 0, Cosm —:0,,co$n = #1, 
et par suite, en vertu des équations 


cos/dx + cosmdy + cosndz = 0; 
cos /d?x + cosmd?y + coszd?z = 0; 
AS 30;..d°71780; 


priqes dx d'y=dy d'a 


[a (dx? + dy?) 
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Le rayon de courbure de la courbe donnée est donc égal 
en grandeur au rayon de courbure de sa*projection sur 
le plan osculateur. Ces deux rayons de courbure coïnci- 
dent aussi en direction, puisque la normale principale, 
située dans le plan osculateur, sera évidemment la nor- 
male à la projection de la courbe sur ce plan; done, ete. 

168. Appliquons ces formules à l’hélice représentée 


par les équations 


ri" ROoSu; y RSINP RE PRE, 
et prenons u pour variable indépendante, on trouvera 


dx = —Rsinudu, dy — Reosudu, dz — aRdu, 
d?x = — Roeosudu?, d?y = — Rsinudu, d?z=0o, 


dx". dy dz dx. d'y : d?z 




















rt — —=— = Räu, = -— = ——Rdu?, 
—siNnu COSU da coSu Ssinw o© 
ds = Vi + a?.Rdu, ds =0o, 
cos æ cosC COSy __ + 1 
—sinu COsu  @ 0 VA La 


La différentielle seconde d?s étant nulle, on devra em- 
ployer les formules où Parc s est pris pour variable indé- 
pendante, et l’on aura 

















COS À cos cos» 
A M — Tr N COMME 0. 
cos u sin & ) 
cos cos 7. COS I 
2 ED 5 ———, 
— asinNu  AaCOSU — ! V1 + ae 
1 I V d sin u van Ms 
? V1 + a? ds ds 
I du LA 


— 


= EE = -————— 
V1 + a? ds (1 + a )R 
e=(1+4)R. 
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L'équation du plan osculateur sera 


a(Ë£— x)sinu — a(y— y)cosu+Ü—z—=o, 
ou C—z—= a(ycosu — Ë sinu). 


Enfin l’on aura 


7 CONTE a 
ire Va) + Ca) © ares 


Si à la quantité a on substitue l’angle y, lié avec a par 











Ÿ k a 
l'équation cosy — ———, on trouvera 

V1 + a? 
cos cos m cosz2 R ; 
 — To pe R cosécis 
sin w — COS 4 tangy sin ?y 

R ; 
R = > — 92R cosée 2. 
sin y COS y | 


L’équation cosy — 0 prouve que la normale principale 
de l’hélice au point (x, y, z), coïncide avec la perpendi- 
culaire abaïssée de ce point sur l’axe des z, ou, ce qui 
revient au même, avec la génératrice de la surface héli- 
çoïde, représentée par l'équation z = ak arc tang 7, Donc 
4 ! TL 
le-plan qui passe par cette génératrice et par la tangente 
à l’hélice, c’est-à-dire, en d’autres termes, le plan qui 
touche la surface héliçoïde au point (x, y, z), se con- 
fondra nécessairement avec le plan osculateur de l’hélice. 


On déduirait directement la valeur p — R coséc?y du 
rayou de courbure, de l’équation 


d? 

20” 

qui dans ce cas deviendra, comme on le prouvera faci- 
lement ue 


e = lim — 


A Te Noter, 
p=Rlim. \RAx) TOR =R(: + a?)= R coséc?y. 


"mél Q'éssss— -- 
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Détérmination analytique du centre de courbure. — Développée d’une 
courbe quelconque. 


169. Soit p le rayon de courbure d’une courbe quel- 

conque, correspondant au point (x, y, z);ÿE, n, €, les 

coordonnées de l'extrémité de ce rayon appelée centre de 

_ courbure; À, u, v les angles formés avec les demi-axes des 

coordonnées positives par la droite menée du point (x, y, 2) . 

au point (£, », €), droite qui coïncide avec la normale 
principale, on aura 




















ÊTRE  60sà 1 T = 084, eme. 
p 
dx dy dz 
ist a INT LÀ 
PA ee ÉA ds men 2 
PA Par a EP er 1 
de dr ni 
“é Éal ds Aa À ds 
TNT 25 de PES — ONE 


et en remettant pour p° sa valeur 


1 dsd?x — dxd’s ds3 
ee Vo (dyd?z—dz:d?y)2+(dzd?x—dxd?2) ne : 
dsd’y — dyd?s 
T{drd 2z—dzd°y)2+.(dzd?2x—dxd:z)2+(dxd'y—dyd LS 
A. 0 dsd’z — dzd?s 
© 7 (dyd?s—drd?y)4(dzd2x—drxd ?r)+(drd%y—dyd 52) 


h — Y 
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ou, ce qui revient au même, 


dy(dyd'x—dxd 2y) + dz(dzd?x—dxrd?z) 
Ê—T Tre-dsd)s + dadrx dedes)+(drd-y-dyda)s 
dz(dzd2y-dyd? z)+dx(dxd?y-dyd?x) 
— (dydiz-drday) + (dsd'x-drd7) + (dxd'y-dydrx 
. dx(dxd?z—dzd?x)+dy(dy d?z:—dzd°7) 
GE (Hdrs-didip)}(dzdrx-dxdrr)+(dxdy-dy der): 


(dx +dy?+dz?), 
ic — (dx°4-dy°+ dt), 
(dx?+4-dy2+dz?). 


Dans le cas où l’on prend x pour variable indépendante, 
les formules précédentes se réduisent à 


2— 2 P2 
tre)" sy 2420 53 ( +742"), 
Z(zy"-2"y let AE gra ET Let 
Ge) (2-72) RAS 
PE + (r'z’ 7 aride End (y! z' — r"à z)+y" 

CET ON EEE ET E 


Fu M) A dé maire RES si 





1—Y— = (14774277), 


(ÉRPEESE 


A l’aide de ces équations, on pourra déterminer les coor- 
données £, n, € du centre de courbure, qui, comme on 
le prouvera facilement, vérifieront en général le système 
des trois équations 


(En CE En Cnam? DE 2 
Ge sde Ha r)dr (= sd 0, 
(Ë—x) dx +(y—7y) d?y HG — 3) dz— dx? — dy? —dz = 0. 


De ces trois équations, la première exprime que le centre 
de courbure est à une distance p du point (x, y, z); la 
deuxième qu’ilest dans le plan normal ; la troisième, qu'il 
fait partie du plan osculateur : on aurait. pu les écrire 
à priori, et il est essentiel d'observer que l’on retrouve 
la deuxième et la troisième, lorsqu'on différencie la pre- 
mière et la deuxième en opérant comme si les trois incon- 
nues £, n, € étaient des quantités constantes. 

170; Quand le point (x, y, z) vient à se déplacgr sur la 
courbe donnée, le centre de courbure se déplace en même 
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temps. Si le premier point se meut d’un mouvement con- 
tinu sur la courbe dont il s’agit, le second décrira une 
nouvelle courbe : or pour obtenir les équations de cette 
dernière, il suffira d'exprimer en fonction d’une seule 
variable x, y, ou s, à l’aide des équations u == 0, v =0, 
de la courbe donnée, les seconds membres des équations 
qui donnent £, n, €, et d'éliminer cette variable entre 
ces trois équations. Les deux équations résultantes de cetté 
élimination ne renfermeront plus que les trois-variables 
E,n,6, et représenteront précisément la ligne qui sera 
le lieu géométrique de tous les centres de courbure de la 
courbe donnée. 

Pour établir les principales propriétés de cette ligne, 
différentions par rapport à toutes les variables, les deux 
équations 


Ex) +(n — 7) +(C—z) = 0e, 
(É— 2)dx+ (ny) dy +(C— 2) ds = 0. 


en y regardant x, y, z comme tenant la place de leurs 
valeurs en £,n, €. En opérant ainsi, on trouve 


E—x)d&+(n— y)dn +(C—z)dé = pdr, 
dx dE +-dy dy+ dzdÛ = 0. 


Cette dernière équation prouve que la tangente me- 
née à la nouvelle courbe par le point (£, n, €), forme un 
angle droit avec la tangente menée à la courbe donnée par 
le point (x, y, z). Donc la tangente à la nouvelle courbe 
est comprise dans Le plan normal à la courbe proposée. 

De plus, si l’on nomme co l’arc de la nouvelle courbe 
compris entre un point fixe et le point mobile £, n, &, 
on aura 

dE? + dy? + d£? = dr?, 
o dp_E—axdé y— dn , C(— 23 dû 
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et il résulte évidemment de cette dernière formule, qué 
d FA L2 . 

le rapport _. est égal au cosinus de l’angle aigu ou obtus, 

formé par le rayon de courbure p avec la tangente à la nou- 

velle courbe. Quand la courbe proposée est plane, cette 


tangente se confond avec le rayon de courbure ou avec 


L d A 
son prolongement, et par conséquent le rapport Le se ré- 
T 


duit au cosinus d’un angle nul, ou au cosinus de l’angler, 
c’est-à-dire à + 1. On a donc alors 


1 ne Ro me CN 


et l’on en conclut, comme on l’a déjà fait, que l'arc Ac est 
la différence des rayons de courbure correspondant à ses 
deux extrémités. Mais il n’en est plus de même quand la 
courbe donnée cesse d’être plane, et dans ce cas le rap- 


de . RRCT : ,» . 
port obtient généralement une valeur numérique dif- 
Ca 


férente de l’unité. 

171. Concevons qu'un fil inextensible d’une longueur 
connue, soit fixé par une de ses extrémités à un certain 
point d’une courbe, et que ce fil, d’abord appliqué sur la 
tangente menée à la courbe par le point dont il s’agit, 
vienne à se mouvoir en demeurant toujours tendu, de 
telle sorte qu’une partie s’earoule sur l’arc renfermé entre 
le point fixe et le point variable (x, y, z). L'autre partie 
qui restera droite et touchera la courbe donnée au point 
(x, y, z), sera terminée par un point mobile qui décrira 
une nouvelle courbe, que l’on a désignée sous le nom de 
développante de la première. Celle-ci prend, par rapport 
à la deuxième, le nom de développée. On peut facile- 
ment établir comme il suit, leurs propriétés respectives. 

Soient £, n, €, les coordonnées du point de la déve- 
loppante, qui correspond au point (x,7, z), de la déve- 
loppée et r la distance entre ces deux points. En désignant 
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par &, 6, y les angles que fait avec les axes la tangente à 
la première courbe, qui coïncide avec le rayon r, on aura 
à la fois 

dx  Ë—x dy _1—7 dz _ C—z 


COS & == = Co C— 7 — 
ds ri. ds 








et par suite , 








en supposant que la longueur r est comptée à partir du 
point (x, y; 2), de la développée sur la tangente prolon- 
gée dans le mème sens que l’ares. De plus, on aura dans 
cette hypothèse, 


PHs—c, dr=— ds; 





donc 
era A D rs VUE 
dx dy 35e: der ER: 00 
dx dy dz 
ÉTIENNE TES s 6 een 


L) " 
en différenciant ces dernières équations, on trouve 


dx dx dy dy 
d£ — dx Ro rd PAL dy — dy dr MS ra ; 


dz 


dz 
LS ele me REP Te LT AT 
dé — di = dr de 9 


ou en réduisant 


d dy 
ss: du=rdrs Ga dt=rde ; 


d’où l’on tire 


daxdé + dydy + dzd£ = — ee 


AE dx PE CRIER 
d'a dr dr 
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mais l’on a 
dr? = ds? = dx? + dy? + dz?, 


Lam \2 dy \? dz \° dx dx dy dy , dz ,dz 
es cd LP ren ge es 
(+) +(2) +(5)=: ? dr Ge De on 
donc 
dadé + dydy + dzdl — 0. 


Il résulte de cette dernière formule que les tangentes 
menées par les points correspondants (x, y, 2), (E3:n,:CY A 
à la développante et à la développée, se coupent à angle 
droit. Donc la tangente à la déyelopnée est toujours nor- 
male à la développante. 


Lorsque la développée est connue, ainsi que nous l’a- 
vons supposé dans ce qui précède, il suflit pour avoir 
les équations de la développante de substituer dans les 
formules 

dx dy dz 


ÉmL—= mp, ymy—=—p —_Z—=—r— 
, k dr? û proie, 


dr 


à la place de x, y, z leurs valeurs exprimées en fonction 
de s et de remplacer, en outre, r parce 5, puis d’élimi- 
ner s entre ces miss formules. En effet, on parviendra 
de cette manière à deux équations entre Ë, n, € qui re- 
présenteront évidemment la courbe décrite par l’extré- 
mité de la longueur r. 


172. Supposons à présent que l’on cherche non plus une 
développante, mais une développée de la courbe à laquelle 
appartiennent les coordonnées variables x, y, z. Appe- 
lons £,.n, € les coordonnées variables du point de cette 
développée qui correspond au point (x, y, z),r la dis- 
tance entre ces déux points, 0 l’arc de cette courbe comp- 
tée à partir d’un point fixe ; «, 6, y les angles que fait avec 
les axes la tangente à la développée prolongée dans le sens 
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? 
de l’arc, on aura 


dé: æ—*€ Ou Lens, dE z2—Ù 








COSa = —— ———, cos6 = —— COS y = — —= 
FAR TENRE" A de. et FOUR “QUE 
Pan = C, dr Gr, 


(En) 0 ir) LR EE 
r sé f: 7 
(EH (or +(C— =. 
Si l’on différentie trois fois de suite cette dernière équa- 
tion, en prénant l'arc s pour variable indépendante, et 
en ayant égard aux équations qui précèdent, on trouvéra 


10. (Ex) (dé—dz) +(n—7)(dr—dr)+ (62) (dde) =rar, 


et, en mettant pour dE, ‘dn, dé, leurs valeurs, 


—{(#— x)dx +1 — 7) dy +(É—z)di] 
UE + (= (GS 
—[(Ë—x)dax + (1 —y)dy +(É—2)dz]+-rdr= rdr, 
d'où  (Ë— x)dx +(y — y)dy + (Ë — z)dz = 0; 
2°, En différentiant cette dernière équation ; 
(Ë— x)d?x + (1 — y)d?y +(C—z2)d7z 
+ déux + dydy + ddz — dx? er na 
ou, à cause de 
dédx + dndy + dédz — 0, dx? + dy? + 4dz? = ds?, 
(Ë— x)d?x + (y — y)d?y 4(E — z)d?z = ds?, 
et, en mettant pour Ë— x, n—#7,(— 2,1leurs valeurs, 
r(déd?x + dyd?y +. dÜd?z) = ds°dr; 
3°. En différentiant l'équation | 
(£—x)d?x + (4 — ÿ)d?y + (£ — z)d?z — ds?, 
. (E — x)rd?x + (y — y}rd?y 4 (E — z)rd?z = rds?, 
(&— x)d.rd?x + (y — y)d.rd?y + (C—2)d.rd?z 
+rd'x(dé— dx)+ rd?y (dy — dy) + rd?z(d£ — dz)= d.rds’; 
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mais 
dxd?x + dyd?y + dzd?z — dsd?s — 0, 
r(déd?x + dyd?y + déd?z) = ds?dr; 
donc 


(Ë— z)drd?x + (y — 7 )d.rd?y#{ËÉ—2)d.rd?2 + drds? — drds?, 
(E— xderdx + (y — yd.rdy + (£ — z)d,rd?z = 0. 


Des quatre équations 


Ex} + (5 — 78 + (TG — 27 — 

(É—x)dr + (y — y)dy + Fr LE e 

(E—a)dèe + (0 — pr À (L — js de, 
(Ë—x)d.rd?x + (4— y) drd?y +(& — 2)d.rd?z = 0, 


on tire 
DCE — x) Ho R Las 
dy d.rd?z-dzd.r dy — dzd.rd2x-dxd. rdz — dxd,rdy-dyd,rd?x 


ds? 


vi d'x(dyd.rd?z — dzd.rd? 7)+d?r(dzd.rd'x—drd.rd 22)+d2z(dxd.rd2y—dyd. rd?x) 


+ 


— 
— — 


é Tr 
PR RLRRRRUOCORRS———_—__ 
pe [(drd.rd 22—dzd.rdy)2+(dzd.rdx—dxd.rd? z)+(dxd.rdy—dyd.rd 2x)]2 


r 
V4 ds2[(d. rd2x)?+(d.rd:y) +(d.rd?z)2]—1[ (axd.rdx+dyd.rdy+d;d.rd25yp j k 


Il 


égalant ces deux dernières fractions, carrant et rédui- 
sant, on trouve 


dx\2 dy dz\27 dr2 
LG) +2) + ne 
dx d3x ps dy d?z d3z dr 
+a[T ds LE TS ‘ds3 ES l'E 
d3x d3y d3z\3 PE ER ds d3z 
ns K ds3 Y+ + Te) + EDS (TE dss RE PLAT ANPENTE TS) Jr 
dxd'yd3z-drd?:d3y+dyd2zd3x- dydxd3z+dz;d1xd 3 Y=dzd?yd =)". 
ds6 ? 





équation que l’on peut mettre sous la forme 


NE 
AT + BE + On + Di — 0. 


dE 21 
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Si l’on substitue dans cette équation pour x, y, z, leurs 
valeurs, exprimées en fonction de s, elle se réduira à 


dr 
F(s, ‘eA a) 0 


et sera ce qu'on nomme une équation différentielle du 
premier ordre entre r et s, à laquelle on pourra satisfaire 
par une équation de la forme o(r, s, c) = 0, our — 10 ci 
C désignant une constante arbitraire. 

En donnant à c une valeur particulière, on aura ren 
fonction de s, et si après avoir mis dans les équations 


(Ë—x)dxz + (n—r)dr +. (É —7z)dz = 0, 
(Ë—x)d?x + (y — y)d?y7 + (£—z)d?z = ds?, 
(£— x)d.rd?x + (a — y)drd?y +4 (Ü— z)d.rd?z = 0, 
à la place de x, y, z, leurs valeurs en s, on élimine s 
entre les trois équations résultantes, on obtiendra entre 
les coordonnées £, n, € deux équations propres à repré- 
senter une développée de la courbe que l’on considère. 
Cela posé, il est clair que cette courbe aura une infinité 
de développées qui correspondront aux diverses valeurs 
de r, ou, ce qui revient au même, aux diverses valeurs 

de la constante arbitraire c. 

Ajoutons que toutes ces développées seront situées sur 
la surface que l’on obtiendra en éliminant s entre les deux 
formules 

(ËE— x)dx + (1— y)dy + (Ê—z2)dz = 0, 
(£—x)d?x + (n— 7)d'y + (Ê —z)d?z = ds. 
La surface dont nous venons de parler, ou le lieu géo- 
métrique de toutes les développées, jouit de plusieurs 
propriétés remarquables, sur lesquelles nous reviendrons 
quand nous aurons parlé de l'application du calcul diffé- 
rentiel à la recherche des propriétés des surfaces courbes. 


cn Q es 
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Du contact des courbes situées d’une manière quelconque dans l’espace. 
— Courbes osculatrices. 


173. Considérons deux courbes tracées dans l’espace et 
qui se touchent en un point donné M; si du point de con- 
tact comme centre, et avec un rayon infiniment petit, on 
décritune sphère, la surface de la sphère coupera ( fig. 32) 
les deux courbes én deux points très voisins l’un de l’au- 
tre P et Q ; et en admettant les définitions que nous avons 
données (n° 141), quand il s'agissait de courbes situées 
dans le plan unique des coordonnées, on obtiendra im- 
médiatement le théorème suivant : 

Tuéonbue 1°. Lorsque deux courbes se touchent en un 
point donné, l’ordre du contact est inférieur d'une unité 
à l’ordre de la quantité infiniment petite qui représente 
la distance entre deux points situés sur les deux courbes, 
également éloignés du point de contact, et dont la dis- 
tance à ce point est un infiniment petit du premier or- 
dre. Il est bon d’observer que la droite PQ — 2isinio 
qui unit ces deux points étant la base d’un triangle isoscèle 
MPQ, et opposée dans ce triangle au très petit angle w, 
sera sensiblement perpendiculaire aux deux côtés de ce 
triangle, et par suite à la tangente commune aux deux 
courbes ; tangente dont les deux côtés diffèrent très peu. 
La surface du triangle est d’ailleurs égale au produit 
Litsin w, et, par conséquent, à une quantité infiniment 

a 
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petite dont l’ordre a+ 2 surpasse de deux unités l’ordre. 
du contact des courbes. | 

174. Concevons maintenant que l’on projette les deux 
courbes et le triangle MPQ sur un plan qui ne soit pas 
sensiblement perpendiculaire au plan de ce triangle, et 
qui fasse avec lui un angle &. Les deux projections des 
courbes auront aussi une tangente commune, et en appe- 
lant o, x, Ÿ, les angles que les droites MP, MQ, PQ 


font respectivement avec leurs projections, on aura 


mp = MP cos® — i cos?, mq — MQ cos x = i cos, 
pq=PQcos À = 2isin+ cos, 
mpq =MPQcos®—+i sin ocosæ — i? sin+æ COS+ & COS7 
—} mp X pq X Sinmpq—=+icosp X 2i sin +e COS sin »pg; 
d’où 
COS+& COS 7 


snmpq = 
P4 CO5® cos ? 


la perpendiculaire mr abaiïssée du point m sur la droite 
pg sera égale au produit mp X sinmpq, et l’on aura 


COS+& COS  ÉCOS+& COST 


mr = m SINMNpPq = i COQ —— — — 
R 1 ? cos COs À cos -L 


or la valeur de l’angle w étant très petite, et celle des an- 
, , nn F 
gles &, 9, x, Ÿ, étant sensiblement différente de 1 les 


quantités COSF6, COST, COSP, COSY, COS Ÿ auront des 
valeurs sensibles, et il suflira de jeter les veux sur les équa- 
tions qui donnent pq, mr, pour reconnaître, 1° que la 
distance pg est, dans l'hypothèse admise, une quantité in- 
finiment petite de l’ordre & + 1, et qu’elle forme avec la 
distance mp un angle sensiblement différent deo; 2° que 
la distance mr est un infiniment petit du 1°’ ordre. Ob- 
servons encore que la tangente commüne aux deux courbes 
projetées se confondant à très peu près avec la droite mp, 
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: 


formera elle-même, avec la sécante pq, un angle sensible. 


Puisque la projection pq de la sécante PQ qui unit 
deux points situés à des distances du point de contact, 
égales entre elles et infiniment petites du premier ordre, 
est un infiniment petit de l’ordre a + x et fait un angle 
fini avec la tangente commune aux deux projections, on en 
conclura (n° 142) que les courbes projetées ou les projec- 
tions des courbes ont, ainsi que les courbes dans l’espace, 
un contact de l’ordre a. Nous sommes arrivés à cette con- 
clusion en supposant que le cosinus de l’angle que le plan 
du triangle MPQ fait avec sa projection mpg avait une va- 
leur finie; mais il est facile de prouver que si ce cosinus 
était sensiblement nul, c’est-à-dire que si le plan ‘du 
triangle mpq devenait sensiblement perpendiculaire au 
plan du triangle MPQ, maïs en continuant de former un 
angle sensible avec les côtés MP, MQ, et par suite avec 
la tangente commune aux deux courbes dans l’espace, le 
contact des deux courbes projetées serait encore nécessai- 
rement de l’ordre a ou d’un ordre supérieur à a. Alors 
en effet , les distances mp, mg seraient encore des quanti- 
tés infiniment petites du premier ordre, tandis que la 
distance pq serait une infiniment petite d’un ordre au 
moins égal à a+ 1, ainsi que la droite pr que l’on obtien- 
drait en décrivant du point m comme centre avec le rayon 
mp, un arc de cercle qui couperait la seconde courbe au 


point r; or la distance mp ne peut être une quantité in- 


finiment petite du premier ordre, et la distance pr un in- 
finiment peut de l’ordre a + 1 sans que l’ordre de cen- 
tact des deux courbes projetées soït égal ou supérieur au 
nombre a ; donc, etc. 


175. Concevons à présent que l’on projette successive- 


ment bes deux courbes données sur le plan xy et sur le 


plan zx; et supposons d’ailleurs que l'angle compris entre 


+ 


PPT RS, 


* 
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l’axe des x et la tangente commune aux deux courbes dif 
fère sensiblement d’un angle droit, cette tangente ne 


pourra être sensiblement perpendiculaire ni au plan XY; 


pi au plan zx qui passent tous les deux par l’axe des x; de 
plus ces derniers plans ne pourront pas être tous les deux 
à la fois sensiblement perpendiculaires au plan MPQ, car 
sans cela leur intersection commune serait sensiblement 
perpendiculaire aux deux lignes MP et MQ, et par suite 
à la tangente commune, ce qui est contre l’hypothèse; et 
par conséquent, en vertu de ce qui précède, le contact des 


deux projections sur le plan xy et sur le plan zx sera tou- 

. ; ] Ve. | \ ? ; 
jours de l’ordre a ou d’un ordre supérieur à 4, et sur l’un 
des deux plans au moins de l’ordre & seulement, on peut 
donc énoncer la proposition suivante : 


Taéorème 2", Pour obtenir l’ordre de contact de deux 
courbes qui se touchent en un point où la tangente com- 
mune ne forme pas un angle droit avec l’axe des x, il 
suffit de chercher les nombres qui indiquent les ordres de 
contact des deux projections de ces courbes sur les plans 


xy et zx, chacun de ces nombres, s’ils sont égaux, ou 
le plus petit d’entre eux, s'ils sont inégaux, indiquera 
l’ordre du contact des courbes proposées. 

Corollaire 1°*. La recherche de l’ordre de contact de 
deux courbes à double courbure, se trouve donc réduite 
à la recherche de l’ordre de contact de deux courbes pla- 
nes, c’est-à-dire à un problème déjà résolu. On en con- 
clura, 1° en prenant x pour variable indépendante, et 
désignant par y',y”",Y",...2", 2", 2"... les dérivées suc- 
cessives des variables y et z considérées comme fonctions 
de x ; 2° en désignant par 7 le nombre entier égal ou im- 
médiatement supérieur à a, que si deux courbes ont en- 


tre elles un contact de l’ordre & , les quantités y, y", y", 
f I 


y, z, z', z",... 2) conserveront les mêmes valeurs 
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pour le point dont il s’agit dans le passage de la première 
courbe à la seconde, tandis que chacune des quantités 
y{"#, 2459, où au moins l’une des deux, changera de 
valeur; de sorte que dans le cas où l’ordre de contact sera 
un nombre entier, il suflira pour déterminer cet ordre, 
de AnUÈr d’ pre unité l’ordre des dérivées successives 
VI" Y "0. z', 2, 3",... qui les premières cessent d’être 
égales quand on passe d’une courbe à l’autre 

Scolie. Si la tangente commune aux deux courbes 
formait un angle droit avec l’axe des x, elle ne pourrait 


pas être à la fois pérpendiculaire au plan xy et au plan 


zx, ou aux axes des y et des z ; donc, pour déterminer 
dans cette hypothèse l’ordre de contact des deux courbes, 
il sufhirait de substituer à l’axe des x l’axe des y ou l’axe 


des z, et de remplacer en même temps le plan zx où y 
par le plan yz. 

176. On peut, au deuxième hénrerse , en substituer 
un autre qui ne soit sujet à aucune restriction, et dont 
voici l’énoncé : 

Taéorkme 3°, Pour obtenir l’ordre de contact de deux 
courbes qui se touchent en un point donné, il suflit de 
chercher le nombre qui représente l’ordre de la distance 
infiniment petite comprise entre les extrémités de deux 
longueurs égales portées sur les deux courbes, à partir du 
point de contact dans le cas où les mêmes longueurs de- 
viennent infiniment petites du premier ordre. Le nom- 
bre dont il s’agit diminué d’une unité, indique toujours 
l’ordre du contact. 


Démonstration. Soit toujours M ( fig. 33) le point 
commun aux deux courbes qui se touchent: soient encore 
P et Q deux autres points situés sur la première et la se- 
conde courbe à la même distance du point de contact; en- 
fin, concevons qu'à partir du point M on porte sur la se- 


328 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


conde courbe un arc MR qui soit égal à l’are MP, les sé- 
cantes PR et PQ seront, comme on l’a vu, sensiblement 
perpendiculaires à la tangente commune; de plus la corde 
QR étant comprise entre deux points de la seconde courbe 
très rapprochés du point de contact, sera sensiblement pa- 
rallèle à cette tangente. Par conséquent dans le triangle 
rectiligne PQR , les côtés PQ et PR formeront avec le troi- 
sième côté QR des angles dont chacun différera très peu 
d’un angle droit; donc le rapport entre les deux premiers 
côtés qui est égal au rapport des sinus des angles opposés, 
différera très peu de l’unité, et en désignant toujours par 
l’angle des deux rayons, et par € une quantité infiniment 
petite, on aura PR= PQ(r1+2:), et parce que PQ, corde 


de l’arc qui mesure w dans le cercle dont le rayon est , 


é À oo 
est égale à 27 sin—, on aura 
2 
. . & 
PR = (1 +s)2i sin 


D'ailleurs en remarquant que le rapport d’un arc à la 
corde a pour limite l'unité, et désignant par €” une nou- 
velle quantité infiniment petite, on a are MP=—(1+e);. 
Donc puisqu’en considérant le rayon vecteur £ comme in- 
finiment petit du premier ordre, l’arc MP sera lui-même 
infiniment petit du premier ordre, tandis que, comme 


LL . L & . 
nous l’avons vu, le produit 2 ésin= el la distance PR se- 


ront des infiniment peuts de l’ordre a + 1, a désignant 
l’ordre de contact des courbes, on obtiendra dans tous les 
cas cet ordre de contact en diminuant d’une unité le 
nombre qui exprime lordre de la distance infiniment 
peute PR comprise entre les extrémités de deux longueurs 
égales et infiniment petites du premier ordre portées sur 
les deux courbes à partir du point de contact, ce qu'il 
fallait démontrer. 
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177. Désignons par x, y, z, E,n, € les coordonnées 
des points auxquels aboutissent les longueurs égales sur 
la première et la seconde courbe , et par d la distance de 
ces extrémités, On aura 


d = VE) + (7 — 7) + (07. 
à ne pourra être un infiniment petit de l’ordre a+ 1 
qu'autant que l’une au moins des différences x—£,y—n, 
z — 6 sera de l’ordre a + 1, les deux autres étant du 
mème ordre ou d’un ordre plus élevé, ce qui exige, en 
prenant z pour variable indépendante, que des quantités 


AE. gere) 24: m2 n(x—#) dr#3(x—£#) 


dre! di? Maur De din+: 7 
D dr) ner. d'É—b) 
PT Ne HT Nas’ dis tr" 

AG), d'EEÆG).  .d'(z—0) , d't'(z2û) 
CE Tt RRAT EME ME "Qu Lai EMPUDT RATE vi “à lues 


tr? Sie Fe ts 


les dernières seules, ou au moins l’une d’entre elles, ne 
s évanouissent pas avec z. 

Cela posé, désignons par s et o les arcs renfermés entre 
un point fixe de la première courbe et le point (x, 7, z), 
entre ua point fixe de la seconde courbe et le point(£,n, 6), 
et admettons que ces nouveaux arcs soient dirigés dans le 
même sens que l'arc z; comme les troïs variables z, s et a 
différeront entre elles de quantités constantes, on aura 


dui=, di "dr, 


et l’on pourra dès-lors (n° 91), aux expressions qui pré- 
cèdent, substituer les suivantes 





AE "dE dx dé d'tig  dntté 
CR RON Dear Jets 
dy dy d'y d'y d'TTy dr+r, 
Trés DR!" ds” TT dti  Junti”? 
» ; dz dé d"z d'£ dn+iz dnt:@ 
NT 41 


ds dé’ °°" ds" dr?  dsnt: dont: ? 
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et l’on devra avoir au point de contact 


\ 











né, PE gs dr PAG ARS QUE 
T7 ds de dt de?! WEP TENIU TRR 
us VAT EANNUET din dy... "diuk 

Y —= 2) RTE DE Tu Lo TIR ET ne CLIS 
dz dt ds di d'z dé 


RE Ds 9 UE SES 


Or ces équations renferment le théorème suivant : 

178. Taéorkme 4°. Lorsquedeux courbes se touchent 
en un point, si l’on considère les coordonnées x, y, z de 
chacune d’elles comme des fonctions de l’arc s pris pour 
variable indépendante ;' et si l’on suppose cet arc compté 
sur chaque courbe, de telle manière qu'il se prolonge 
dans le même sens pour les deux courbes au-delà du point 
de contact, les variables x, y, z et leurs dérivées succes- 
sives jusqu'à celles dont l’ordre sera indiqué par le nom- 
bre entier z, égal ou immédiatement supérieur à l’ordre 
du contact, ne changeront pas de valeur dans le passage 
de la première courbe à la seconde: les dérivées 


Ce ie TE RS ER AL 
ds"+ 1 ? dsr Ft? ds"+i ) 


ou au moins l’une des trois, changeront de valeur quand 
on passera d’une courbe à l’autre. 

Du théorème qui précède, joint aux principes éta- 
blis dans la dix-neuvième leçon, on conclura immédia- 


tement que si deux courbes ayant entre elles un contact - 


de l’ordre a, on désigne par 2 le nombreentier immédia- 
Ù sne P 
tement supérieur à a, 1° les 2 premières diflérentielles 
des variables x z, prises relativement à une fonction 
Vs Zo P 
quelconque r de ces variables, et même les 7 premières 
différentielles d’une fonction quelconque tde ces variables, 
prises par rapport à une autre fonction arbitraire w des 
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mêmes variables, ne changeront pas de valeurs quand on 
passera de la première courbe à la seconde; 2° les diffé- 
rentielles de l’ordre (+1) de x , y, z, prises par rapport 
à r, ou de t par rapport à u, changeront ordinairement de 
valeur quand on passera de la première courbe à la se- 
conde, quoique le contraire puisse avoir lieu dans certains 
cas particuliers. 
Corollaire. Rien n'empêche de supposer r — x. Dans 

les corollaires qui précèdent, les dérivées 

dr idee dx dy d'y  dz d"z 

dr® dr??°°° dr”. dr "dr"? dr’ dr"? 


deviendront alors 
dy dy redalidas dnz 


RE rer Sete “+ Zi — 9 A AOC cer 
dx’ dx’? dx*? dx’ dx? dx" 





1,0.. O0, 


donc si les courbes proposées ont entre elles un contact de 
l’ordre a , et si l’on prend x pour variable indépendante , 
les coordonnées y, z et leurs dérivées successives jusqu'à 
celles de l’ordre 2 inclusivement, 7 étant un nombre en- 
tier égal ou immédiatement supérieur à a, conserveront 
en général les mêmes valeurs relatives au point de contact 
dans le passage de la première courbe à la seconde. Les dé- 
rivées de l’ordre 7 +1 et les suivantes, changeront de va- 
leurs, excepté dans certains cas particuliers. 
179. Réciproquement, si les dérivées successives 


drkd?r LÉCe dr 027 dy dz* d?z d"z 
ds diet ‘Ait ds a ds TT" ds” ds’ ds”: dsn ? 


ne changent pas de valeur quand on passe de la pre- 
mière courbe à la seconde, ces deux courbes auront entre 
elles un contact d’un ordre au moins égal à ». 

Dans cette hypothèse, en effet, les différences x — €, 
Y — 1, 3 — €, considérées comme fonctions de #, s’éva- 
nouiront avec £ ainsi que leurs dérivées jusqu’à celles de 
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l’ordre 7 inclusivement, et l’on aura, en faisant 


t—$=qU), 7y—n=Xx(G), z—é=YC), 


anti 
me D D (TN PRE) Dr 
* * e (i) 1.2.3...(2—+ 1) (@), 
ant 
on, > pe (RerE 
Sn nant à TB (re Ci), 
nr 
z—{—=4(i) — QG) (Gi). 


1.2.3...(2<+1) 


Cela posé, les rapports — £. PR = s’évanouissant 


.& .4 . 

A t i” 
avec ? tant que « sera plus petit que 7 +1, les trois 
différences x — £, y — n, z —£, ainsi que la distance 











DV) Æ(r —m) +6), 

seront des quantités infiniment petites d’un ordre au 
moins égal à 72 + 1, et par conséquent les deux courbes 
auront entre elles un contact d’un ordre au moins égal à #1. 

180. On dit que deux courbes à double courbure sont 
osculatrices l’une de l’autre en un point qui leur est com- 
mun, lorsqu'elles ont en ce point, non - seulement la 
même tangente, mais encore le même cercle osculateur, 
et par conséquent le même plan osculateur, la même nor- 
male principale et les mêmes courbures. Dès-lors, pour 
que deux courbes soient osculatrices en un point corres- 
pondant à l’abscisse x, il est nécessaire et il suffit que les 
_coordonnées y, z relatives à cette abscisse, et leurs déri- 
vées du premier et du deuxième ordre, c’est-à-dire les 
siX quantités À 


dx ? TRI 





PR: SAT d?y : dz es. CHI 


conservent dans le passage d’une courbe à l’autre les mé- 
mes valeurs numériques et les mêmes signes : en eflet, ces 
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six quantités déterminent complétement la tangente et le 
cercle osculateur. 
_ De plus, comme on peut exprimer les dérivées y’, y”, 
z', z", au moyen des différentielles dx, dy, dz, d°x, d°y, 
d?z, et réciproquement, on en conclut que pour savoir 
si deux courbes à double courbure sont osculatrices l’une 
de l’autre, il suffira de prendre pour variable indépen- 
dante une fonction quelconque des coordonnées x, y, 3, 
l’arc s par exemple, et d'examiner si les équations des 
deux courbes fournissent les mêmes valeurs de x, y, z, 
dixfdyydz, dx, d°y, d°z. 

Application. Si l’on veut que le cercle représenté par 
les deux équations 

(Ex) + —r) + (£— 2) —e", 

(Ë— x) cos! + (y — y) cos m + (Ë —z) cos # — 0, 
soit osculateur d’une courbe donnée, il faudra et il suflira, 
puisque le cercle passe déjà par le point (x, y, z), que les 
équations différentielles du premier ordre et du second 
ordre, 

(é—x)dé+(s— y) dn+(é—z)d—o, 
Ga) PE (y )dont (CE HAE + du? +4) 0, 
cos /dË£ + cos m dy + cos nr d€ = 0, 
cos /d?£+ cos m d’y+-cosn d’'Ê— 0, 
soient vérifiées quand à la place de dE, dn, dë, d’£, d’n, 
d’£, on mettra dx, dy, dz, d°x, d’y, d’z, et que l’on 
ait par conséquent 
(Ë— x) cos ! 4 (y — y) cos m4 (Ê — 2) cos = 0, 
cos { dx +- cos m dy + cos r dz = 0, 
cos / d?x +4 cos m d?y + cos nr d?z — 0, 
az) + rx +) — 7; 
(Ë — x) dx + (y — y)dy + (Ê— z)dz —0, 
(É— x) d'x+ (y — y)d'7 + (Ê — 2) d?z = — ds?. 
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Ces six équations, jointes à l’équation connue 
q »J 
cos? [+ cos'm+ coS 2 = I, 


déterminent complétement un cercle qui sera le cercle os- 
culateur cherché, puisque les angles /, m, n, sont don- 
nés précisément par les trois équations qui fixent la posi- 
tion du plan osculateur, et que les trois autres équations 
sont celles qui fournissent les coordonnées du centre de 
courbure et le rayon de courbure. 

Corollaire. On conclut de ce qui précède, que deux 
courbes qui ont entre elles un contact du second ordre ou 
d’un ordre plus élevé, sont nécessairement osculatrices 
l’une de l’autre. 


"ps 





TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 33) 


TRENTE-DEUXIÈME LECON. 


Plan tangent et normale aux surfaces courbes. 


Li 


181. Considérons une surface courbe quelconque re- 
présentée par l'équation u = F(x, y, z) = 0. Si par un 
point (x, y, z), donné sur cette surface, on en fait passer 
une seconde # — 0, qui la coupe suivant une certaine 
courbe, la tangente menée en ce point à la courbe dont 
il s’agit (u—0, #—0) sera donnée, comme nous l’avons 
vu, par les deux équations 


du du du 
(ë— x) ae Nz +(—iTr= 0; 


do , dv d 
Cat Veul Ch 2 nl Cam em 


et sera l'intersection des deux plans que ces équations 
représentent; or, l’un de ces plans, savoir, celui qui a 
pour équation 
du du du 
— J —— 7 ——— ÿ) —— — 7, nu 
est indépendant de la nature de la seconde surface # — 0, 
et par conséquent aussi de la nature de la courbe d’in- 
tersection : donc toutes les courbes formées sur la surface 
u—=0, de manière à passer par le point (x, y, z), auront 
leurs tangentes en ce point comprises dans un seul plan. 
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Ce plan unique lieu de toutes les tangentes menées à la 
surface par le point (x, y, z), est ce qu’on appelle le plan 
tangent mené à la surface par ce point. 

Les raisonnements qu’on vient de faire subsisteraient, 
et par suite l’équation du plan tangent conserverait la 
même forme 


&— 2€ UN +0 JE 


si dans la fonction w les variables x, y, z représentaient 
non plus des coordonnées rectangulaires, mais des coor- 
données obliques. 

Si en faisant varier x, y, z, on diflérentie l’équation 
u — 0, on obtient 


du, tt 
dx dy 


dy + ge 10 

dz 
En comparant cette dernière équation à celle qui pré- 
cède, on reconnaît que pour obtenir l’équation du plan 
tangent , il suflit, dans l'équation différentielle de la sur- 
face de remplacer les re A à dx, dy, dz par les 
différences £ — x, n —Y, € — 

182. Si par le point (x, y, 2) ds la surface donnée, on 
mène une droite perpendiculaire au plan tangent, cette 
droite sera la normale à la surface en ce point. 

Soient À, m, v, les angles de cette normale avec les 
axes; l'équation du plan tangent pourra être mise sous la 
nouvelle forme 


(g — x)cosx + (y — y) cosu + (È — 2) cos, 
et l’on aura, par conséquent, 


COS À COS # cos » a 


— 


die dd du Le Aie 
dx dy dz (=) 
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et en posant 


du \? du \? du \? 
VE) +) +=. 


Les équations de la normale seront dès-lors 








és ny _ tre 
APE LE du: PT N'AuX 
dx dy dz 


L'angle aigu formé par le plan tangent au point (x, y, 2) 
avee le plan xy, est ce qu'on nomme l’inclinaison de la 
surface en ce point. Ce même angle est évidemment 
égal à l’angle aigu formé par la normale avec l’axe des z, 
et appelant I cette inclinaison, on a 


dur? R 

— hr. CI = +, 
Fos R dz? bio du 
dz 


Quand l'équation de la surface se présentera sous la forme 


2— f(x, 7), onaura Ù 


Pnau ep 
si l’on fait, pour abréger, 


df(z, y) __ dz ve df{x, y)  dz He 
mdr F dy “4 dy au Le 
il viendra 
du du” a 17: 


SLA dy ? dz — 
4 ARS 29 


a — 1, pdx + qdy — dz — 0, 
dx 
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et les équations du plan tangent et de la normale seront 


Ê—2 = pÜË—x) + g(n— 7), 
ROLE RE or 


FE ct RON 


A 1 





ou 
£— x +Hp—z) = 0, n — y + g(£—z) = 0; 


alors aussi, les angles À, u, y, [| sont déterminés par les 


équations 
LUNA CHAPITRE cos ge = 7 
VP+g +1 VRP ++: 
I I 
COS y = EE ——— — ——, COST = 
WP +9 +3 Vp+g 


sécT = Vp+q +. 


183. Les équatxons du plan tangent et de la normale 
consérveraient la même forme, si l'équation de la sur- 
face, au lieu d’être u — 0, devenait u — c. 

De plus, si dans l’équation du plan tangent 


EH NÉ + (IE = 0, 

on regarde les coordonnées £, n, { comme constantes, et 
les coordonnées x, y, z comme variables, on obtient non 
plus l'équation da plan tangent, mais léquation d’une 
nouvelle surface qui est le lieu géométrique des points où 
les diverses surfaces représentées par l’équation u = c, 
dans laquelle on donne à c diverses valeurs, sont rencon- 
trées ou touchées par des plans tangents menés tous par 
le point (£, n, 6). 


De même, si dans la formule 

be TS … FO 
du, VON CHER 
dx dy dz 











on regarde les coordonnées x, y, z comme seules vaïia- 
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bles, on obtiendra non plus les équations de la normale 
à la surface u — 0, mais les équations d’une courbe, lieu 
géométrique des points où les diverses surfaces représen- 
tées par l'équation uw — c sont rencontrées par des droites 
normales qui concourent toutes au point Gen cl 

Supposons que la surface courbe que l’on considère 
soit représentée par une équation de la forme 


WE p + + ...= c, 


1 MAtduidu, du | he 
es quantités FE dy , FX , seront alors rempiacees par 
du dv , dw du dv dw du dy  dw 
Re ne) hs 7. 
dr Ne Six dn dr dr dz ‘47, : da 

et l'équation du plan tangent deviendra 


d d d À d di ; 
(E— x) Cr +R + si j 


dy: dy dy 
du . dv dw à 
+ ATHTE EE 4 )æo, 


ou 


Si d’ailleurs les fonctions u, #, w, sont des fonctions ho- 

mogènes, la première du degré mn, la deuxième du degré 
L2 L] 1 & ; ’ 

m — 1, la troisième du degré m — 2, etc., on aura, en 

vértu d'un théorème connu, 


du du du 


ke po". bi dv dv 
jp, part dz F7 D dx dE nul) 


29 
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et l'équation du plan tangent deviendra, en ayant égard 
encore à l’équation 


Dans le cas où l’on regardera £, n, € comme des cons- 
tantes, x, y, z comme variables, cette dernière équation 
représentera une surface du degré m — 1, lieu géomé- 
trique des points de contact de la première avec les plans 
tangents menés par le point (£, n, €). Si la surface donnée 
est du second degré, la seconde se réduira simplement à 
une surface du premier degré, c’est-à-dire à un plan, et 
l’on arrive ainsi àu théorème suivant : 

Si, par un point donné, l’on mène des plans tangents 
à une surface du second degré, tous les points de contact 
feront partie d’une mème courbe plane. 

Si l’on suppose # — 0, w — 0, l'équation de la surface 
donnée sera u — c, et celle du plan tangent 


du 1 du du 


ni 


mé tar tam 


Il peut arriver que le’plan tangent mené à une surface 
par un point donné (x, y, z), ne la rencontre qu’au point 
dont il s’agit, ou qu'il la touche suivant une ou plusieurs 
lignes, ou qu'il la traverse. Dans les deux derniers cas, si 
Yon désigne par 

HE TRE) 10 


l'équation de la surface, par £, n, € les coordonnées va- 
riables d’une des lignes suivant laquelle cette surface est 
touchée ou traversée par.le plan tangent, ces coordon- 
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nées vérifieront nécessairement les deux équations 


Eng, En + En TE 3 = 0 
Lorsqu'on peut trouver sur la surface une ou plusieurs 
lignes droites qui passent par le point (x, y, z), chacune 
de ces lignes se confond nécessairement avec la tangente, 
et se trouve par suite comprise dans le plan tangent. 
Alors les équations qui précèdent doivent pouvoir être 
remplacées par deux ou plusieurs équations linéaires, ou 
du premier degré en £, n, €; et si cela a lieu pour tous 
les points de la surface, ou quels que soient #,y, z, la sur- 
face sera du nombre de celles qui peuvent être engendrées 
par le mouvement d’une ligne droite, et qu’on nomme 
surfaces réglées. Parmi les surfaces de ce genre, on doit re- 
marquer les surfaces développables qui sont touchées par 
chaque plan tangent suivant une génératrice. Entre les 
surfaces développables on distingue particulièrement les 
surfaces cylindriques engendrées par le mouvement d’une 
droite qui est toujours parallèle * elle-même, et les sur- 
faces coniques dont la génératrice passe toujours par le 
même point. Les surfaces réglées qui ne sont pas déve- 
loppables s'appellent gauches. 

184. Applications. 1° Exemple : La sphère 

x? + ÿ2. + 7 = R?. 

En différentiant on a  xdx+ydy+2dz=—0; 
l'équation du plan tangent est 


D(Ë— x) + y (1— 7) + 2(6—2)=0, où rÉ + y + 20 — R?: 
Ca 4 


; : 4 
les équations de la normale sont = = — — ©. 
ù RE 
La normale se confond donc avec le rayon mené au 
point (x, y, z), et le plan tangent avec un plan perpendi- 


culaire à ce rayon. 
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: GA, e AA z? 
me STI : Fès 
2 Exemple : L’ellipsoïde rats EL 


Le plan tangent a pour équation 


AN des | 
Ts 


HN T Da 





il ne rencontre la surface qu’au point (x, +, z): en effet, 
des équations simultanées 


ia €? £ 2 (42e) 
re JE art Grobies ip A 
jointes à l’équation de l’ ellipsoide * ET ve His SLENT Ge. 


tire 


Ro AC ne 


ou, ce qui revient au même, 


| È LE (ES) + =) Hg 


et par suite . 








YÜ— 21 =0, D Ty —Yé =0;, 


2. ce e 


FA din. ES 
Rd Es. 
a € 
A A AE > 
Les équations de la normale sont 
a?(Ë— x) _ b?(1—7) 6 c'(é—z) 
x Te Ste z 
3° Exemple : L’hyperboloïde à une nappe 
TL? M 4 ce et 
a? b? CT 
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Les équations de la nor male et du plan tangent sont 


Ex ny Ur ar(E=a)t (o—ÿ) | e(ç—s) 


RARE SFr Ph 3 ra LEO AS 
Mb lc? F; Y z 
Pour déterminer les points de rencontre.du plan tangent 
avec la surface “il faut trouver les systèmes de valeurs de 
ARE propres à vérifier simultanément les équations 


| 


or, de ces deux équations combinées avec la formule 


T2? 7. Z? 
EU — — — = 1, on tire 
a? b? c? 
(a 2 4 \ (E EE 
CIE HE)* ñ) 
a \® 
nn I u +(i Na 
* ce? \ c?2 CS 


ou, Ce qui revient au même , 


ee) E) 


Le plan tangent rencontre donc la surface suivant deux 
droites génératrices , déterminées par les équations 





ANNE APR Zy— NE LOT 


a? b? c? à ab c 


4% Exemple : L’hyperboloïde à deux nappes 


Ex our _ Cr 


a? b? ce 


il n'a de commun avec la surface que le point (x, y, z). 
>%° Exemple : Le paraboloïde elliptique représenté 
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par l'équation 


En diflérentiant, on trouve 


æ Y dz du D... Y du 2 
À eo a ce Ve 9 0 AUD RES 
he pa a 0 Set dy 25 d é: 


Les équations du plan tangent et de la normale sont 


RON ee 


b? BA 
7 Da à Lord den A (me 
x S Y RE 1 
__2E-x)+y(n-r)+2(C-2) __ x(Ë-x)hyr(n-r)+22(-2). 
Li CRMSEMR EUR si 
a h c 


d’où l’on tire 
Gbnrnn/ re at é, 
UE AT 
Cette dernière équation prouve que la normale au para- 
boloïde elliptique en ur point donné est comprise dans le 
plan tangent mené par ce point à un ellipsoïde de révo- 
lution dont l’équation serait de la forme 
TX? + + DZ 2 — G. 

Dans le cas où l’on considère x 5 Z comme seuls va- 

riables, l’équation 


, (Ex) +7 (17) +225) 0. 


EE +5 C9: = 


représente un second paraboloïde de même forme que le 
premier, mais dont l’axe coïncide avec la droite qui à 
pour équation 


< CI 
En cd TE AT 
2 ‘4 2 


et le sommet avec un point situé sur cet axe et corres- 
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pondant à l’ordonnée 


Dir D te 

& = a 4 4 (£ + A 
À PRO : | LL Ode me: 

Dans cette mème hypothèse, équation += — 


représente un plan qui coupe les deux paraboloïdes sui- 
vant une ellipse, lieu des points de contact du paraboloïde 





donné avec les plans tangents menés par le point (£,n, ©. 
Si, entre les trois équations 


g° Ç cé ny Ets æ y 


im? on FES Tino 





on élimine é et z, ou z fe , On trouvera 


ii + + TRS ne De = 0 


Eat. 


ou 








et comme on ne peut satisfaire à cette dernière équation 


qu'eénposanté—,"T.ln y, et par suite L— z, onyen 
conclut que le plan tangent n’a de commun avec la sur- 
face que le point (x, y, 2). 

6*° Exemple : Le paraboloïde hyperbolique repré- 
senté par l’équation 

Nr du 2%. du. W2y du 93 

AAA Vel Le 7 ar? MPTIOT + AR TANT RDC 
L’équation du plan tangent est 

Eole Gyr Es Ëe w (+: 


a? b? Ge NON 0 ON 





les équations de la normale sont 


ps 


: ‘rate Det (y)r+ ses 


4 O 
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ou 


a (Es) | Er) 
J 


FA 


0, (Ë— 2) +(n—r)r+(Éz)22= 0. 


Pour obtenir la ligne d’intersection de la surface avec le 
plan tangent, il suflit d’assujétir les coordonnées £, n, € 
à vérifier à la fois les deux équations 





£ 2 2 22 2 À 2 y 
TS, -F2(5+2)=0 




















a? b? A4 b? a? b?2 
ou 
(Ê—z D nv #) 
\ a Au à b } > 
et l’on en conclura 
Ê—x  9—Y Pt D LE RE 
RATS RCE RE bp 


Ces deux équations , jointes à celles du plan tangent, re- 
présentent deux droites qui sont l'intersection du para- 
boloïde avec ce même plan : ces deux droites peuvent être 
regardées comme les génératrices de la surface. 


7% Exemple : Le paraboloïde hyperbolique 
TY — CZ. 
L’équation du plan tangent est 


1 & + y “Na a A 2), 
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les équations de la normale sont 
x(Ë—x)=y(n —7), x(Ë—x)+r (1—7)+22(6 +2) = 0. 
Les génératrices sont données par les formules 
Ex, nxH+Ër = c(C—2); n=7, nx +Ëyr—=c(l—2), 
et elles sont constamment perpendiculaires l’une à l'axe 
des x, l’autre à l’axe des y. 
8%e Exemple : L’hélicoïde représenté par l’équation 
sie (x 
3 = aR arc tang ((£)) j 
ou 
y = x tang 5 pue sh (EL EE 
aR : Elie WA 
PEuCE di = UE — y dx. 


Les équations du plan tangent et de la normale seront 


Le (£— 2), et SC AT ie Re] 


aR —Ÿ gi z'H y 





AL — a os 


Le plan tangent coupe la surface suivant une infinité de 
lignes dont l’une coïncide avec la génératrice, c’est-à- 
dire avec la perpendiculaire abaïssée du point de contact 
sur l’axe des z. 


185. Quelquefois des lignes ou des points placés sur une 
surface courbe, offrent des particularités dignes de re- 
marque, et analogues à celles que présentent les points 
singuliers des courbes. Parmi les points singuliers des 
surfaces, on doit distinguer ceux par lesquels on peut 
faire passer une infinité de plans tangents. En chaque point 
de cette espèce les valeurs de cos À, cos u, cos v doivent 
être indéterminées, ce qui ne peut avoir lieu que dans 
deux cas, savoir : 1° quand l’une au moins des quantités 
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du du du 
dx” dy’ dz 
ces trois quantités deviennent nulles ou infinies. Dans 
l’un et l’autre cas, l'équation du plan tangent devient 
identique, ou renferme au moins une constante arbitraire. 

Considérons, par exemple, le sommet de la surface co- 
nique représentée par l'équation 


prend une valeur indéterminée; 2° quand 


TO y} —=hR°’2: ; 


le plan tangent a pour équation £x+ny —"R°{z. Au 
sommet du cône qui coïncide avec l’origine des coordon- 
nées, on a x—0, Yÿ—0, z —0; l'équation du plan 
tangent se réduit à o — 0 : la position de ce plan est donc 
indéterminée. Pour faire disparaître cette indétermina- 
Lion , posons 
Z=rCcosu,. Y —TSinu, 

d’où l’on conclut 


— +7; 
R? 


l'équation du plan tangent devient alors 
Ë cos u + » sin u — KRz, 


et ne dépend que de langle w. 

Or cet angle, qui est déterminé pour tous les points de 
la surface conique autres que le sommét, cesse de l'être 
pour le sommet lui-même, et se change alors en cons- 
tante arbitraire; car il y a une infinité de manières de 
satisfaire aux équations 


Er COSUZD0,. VE r SR A0) 


Aux diverses valeurs de cette constante répondent une in- 
finité de plans tangents à la surface conique. 
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Courbure d’une surface. — Rayons de courbure des sections faites dans la 
surface par des plans normaux. — Rayons de courbure principaux. 


186. On peüt apprécier la courbure d’une surface don- 
née au point (x, y, z), en étudiant la courbure des sections 
faites dans cette surface par divers plans passant par ce 
point, et parmi ces sections il importe de considérer sur- 
tout celles qui résultent de l’intersection de la surface par 
les plans normaux, et que l’on appelle sections normales. 

Soient u —0 l’équation de la surface, p le rayon de 
courbure de l’une des sections normales relatif au point 
(x, y, 2); Ë, n, € les coordonnées du centre de courbure 
correspondant, on aura 


(E—zx) + (ax) +(É —2) =r, 
et, puisque l’extrémité£, n, € se trouve sur la normale au 
point (x, y, Z), 
Ex ny _ C—z 
du du du 











On aura de plus, comme nous l’avons vu, 


(Ë—x) dx +(y—y)d?y +(É—2) d?2— dx? dy? dz? 
= (É—x)d? x + (5-7) d'y z)diz—ds?—=0 ; 


350 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


et, en diflérentiant deux fois “TS u—0; 














du du du d?u d?u 
hier de EC dl? d 2 
dx Ta J LUE UPPER ? nr ; 
2 UT E = di de +22 dde 
du du du 
— d? te — DEA 00 
en posant, pour abréger, 
_ d’u dx? J?u dy? d’u dz? d?u dy dz 
Qi UE 0 ie dy? ds? de dd dydz ds ds 
d?u dz dx à d’u dx dy 
? didx ds je rt 
i du 
= — dy 17 dz 
_ (ard © + + dd © #) 


lu \? d d 
Faisons en outre R — NES 4 is L 2 v ” 
1 dy dz 


il viendra 

PJ ee DE 

L7 15 AR RS à À RS D D 7 
VE | je 

CEA Ex 

V Ch REC 
re FAR 
du du "OH 07 


— 4? ARE: 
7 +5 GRR Ye dE 











| Ex ny _C—z 

| Dont Me + 

donc du du du 2 
dx dy dz 

et par suite 








Cette dernière équation donnera la valeur du rayon de 
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courbure d’une section normale quelconque. Dans ces 
formules, R représente une fonction connue des coordon- 
nées ZX, y, z; quant à la quantité Q, elle peut être expri- 
mée en fonction de ces coordonnées et des angles x, 6, y, 
que forme avec les axes la tangente menée par le point 
(x, y, z) à la section normale que l’on considère. On a 
en effet 

















x SE dy dz 
COS CG = > COSyY = — 
ds ? ds ? TT dei 
et par suite 
Q ASE 1 d? EL , TE d?u e 
— COS ?x cos?6 cos 2 cosé cos 
‘dx? dy is dy de si 
2 
+ 2 7e COSY COS & + 2 COSæ cos6. 
dxdy 


Il suffira donc de donner avec le point (x, y, z) la tan- 
gente à la section normale pour déterminer le rayon de 
courbure p de cette section. 

187. Lorsqu'on passe d’une section normale à l’autre 
sans déplacer le point (x, y, z), les angles «,6,7y, et 
par suite Q, pet E, n, € changent de valeur; si dans ce 
passage la quantité Q change de signe, le rayon de cour- 
bure de RE des sections normales sera déterminé par 


F équation - : ee et le rayon de courbure de l’autre par 


PU LE 
l'équation -— — & : alors aussi, puisque p et R sont es- 


P 
sentiellement positifs, et que de plus les quantités 
du du du 
dx? dy” dz 
cessairement que les différences £— x ,n—7,£— 2 chan- 
gent de signe avec Q. Donc les deux centres de courbure 
seront situés à l'égard du point (x, y, z) l’un d’un côté, 
l’autre de l’autre, sur la normale menée par le même 


sont indépendantes de &, 6,7, il faudra né- 


point à la surface. 
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Les rayons de courbure des diverses sections normales, 
menées par un même point, ont entre eux des relations 
remarquables, que l’on mettra en évidence en examinant 
comment le rayon de courbure varie avec les angles 
a, 6, y. Pour y parvenir on a recours à une construction 
géométrique très simple, qui consiste à porter sur chaque 
tangente une longueur égale à la racine carrée du rayon 
de courbure correspondant. Les extrémités de ces lon- 
gueurs forment une courbe plane qui est du second de- 
gré : en effet, si l’on appelle £, n, € les coordonnées de 
l’une de ces extrémités, on aura 


Î 


[l L 
Er —prcosa, n—y—=p?cosé, C—z—=p'cosy, 


et en plaçant l’origine au point (x, y, z); 


Î 1 
A | 1rLEhS 20 n —=f?cosé, C—p? cosy. 


En ürant de ces équations les valeurs de cos «, cos6, cosy 
et les substituant dans l'équation Qp= ER, où l’on a 
d’abord mis à la place de Q sa valeur en fonction de ces 
cosinus, il vient 


d'u , d?u . 














1€ 


24 


LE 





lea à É+o En = R. 
Cette dernière équation, quand on y considère £, n, € 
comme seuls variables, représente une surface du se- 
cond degré qui renferme la courbe plane, lieu de toutes 
les extrémités. Cette courbe, dont le centre coïncide avec 
l'origine actuelle, ou avec le point (x, y, z), est done 
bien réellement une courbe du second degré compléte- 
ment déterminée par l’équation de la surface et celle du 
plan tangent qui, dans l'hypothèse où l’on prend le point 
(ny, z) pour origine, en posant T—0,y—=0,Z—0,S$e 


ET RS 
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réduit à 
du du du 
Ë FE + dy + (< 74 1:10 


ou, en appelant À, pu, v les angles que ‘la normale à la 
surface fait avec les axes, 


Ë cOSA + 7 cospe + Ü cosy = 0. 


Les équations de cette ligne se réduiraient encore à une 
forme plus simple si l’on prenait pour plan xy le plan 
tangent mené par le point (x, y, z); alors, en effet, on 
aurait é — 0, et l'équation de la côurbe dans: son plan 
serait 


DE ta En + UR — TR. 


On voit alors clairement que cette courbe sera une ellipse 
d'u \2œx du * d?u 
la différence : 
si la différenc FAT PE rs es dy 
hyperboles conjuguées si cette différente devient positive ; 
deux droites parallèles, si lamème différence se réduit à 
ZÉTO. | 


nm _° est négative; deux 
dr? 


Ajoutons que l’ellipse se transformera en cercle si l’on a 


d?u  d?u du "0 
dx?  dy?? drdy 0230 





et se réduira à un point, si l’on a de plus R — o. Comme 
on peut d’ailleurs choisir arbitrairement le plan xY le 


raisonnement qu'on vient de faire, est évidemment ap- 
plicable à tous les points de la surface proposée. 


188. Pour chaque section normale ,. les coordonnées 
£, n du point situé sur la tangente à | Péxtrémié de la lon- 


LT 23 
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1 . ; : ; , ° 
gueur p? vérifient toujours une seule des deux équations 





# di ; à 
ea ——— y + ss 7. R, 
rdy dy 
ia “+ d?u 
7 no ps 2 — … KR. 








Si dans le passage d’une on ar à une autre, le 
premier membre de ces équations change de signe, on | 
devra employer tour à tour ces deux ST MES qui cor- 


la seconde à 


respondent, la première à l’ équation — : £+, 


R , 
de courbure de ces deux sections normales seront dirigés 


L. 4 : ; 
léquation 3 = — Q . Alors aussi nécessairement les rayons 


en sens contraire : au reste ce premier membre ne peut 
changer de signe que dans le cas où la différence 


d?u VE j . Er de 
rar) TT dy? 


est positive, c’est-à-dire dans 1 cas où la courbe est for- 
mée du système de-deux "hyperboles conjuguées, ou de 
deux hyperboles, dont l’unea pour axe réel l’axe imagi- 
-naire de l’autre, et réciproquement. Dans ce cas le plan. 
tangent à la surface donnée divise cette surface en deux 
parties dont l’une renferme les sections normales dont le 





rayon de courbureuse dirige dans un sens, tandis que 
l’autre comprend les sections normales dont le rayon de 
courbure est dirigé en sens inverse. Au contraire, lors- 
que la courbe est une ellipse, toutes les sections normales 
ont leur courbure tournée dans le même sens, ce qui sup- 
pose que la surface courbe est située tout entière d’un 
même côté du plan tangent: 

Puisqu'il existe des relations nécessaires entre les 
rayons vecteurs relatifs à certaines lignes du second de- 
gré ‘et les rayons de courbure des diverses sections nor- 
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males, toute propriété de ces rayons vecteurs, ioule re- 
lation. qui les fait dépendre les uns des autres, entrai- 
nera nécessairement une propriété correspondante des 
rayons de courbure et établira entre eux,des relations 
plus ou moins importantes, qui, dans un grand nombre 
de cas, permettront de les déduire les uns des autres. 
_ Ainsi, puisque dans une courbe du second degré il y 
a, en général, deux rayons vecteurs principaux, dont 
chacun est un maximum, ou un minimum, il y aurataussi. 
pour les surfaces deux rayons de courbure principaux 
maxima ou minima. Nous nommerons sections prinei- 
pales les deux sections normales auxquelles correspondent 
ces deux rayons de courbure. Les deux rayons vecteurs 
principaux étant perpendiculaires l’un à Pauire, les plans 
des sections principales se couperont aussi à angle droit ei 
les rayons de courbure principaux seront dirigés.dans le 
même sens, Ou en sens contraire, suivant que la courbe, 
lieu des extrémités des rayons vegieurs, sera une ellipse 
ou la réunion de deux hyperboles conjuguées. Ces rayons 
de courbure représenteront dans le premier cas un maxi- 
mum et un minimum; dans le second deux minima. En 
d’autres termes, si la courbe du second degré est une 
ellipse, ces éections principales seront des sections norma- 
les de plus grande et de moindre courbure ; maïs si cette 
courbe est l’ensemble de deux hyperboles, les seetions 
principales seront l’une et l’autre des sections normales 
de plus grande courbure, seulement , leurs-courbures se- 
ront dirigées en sens contraires : dans la même hypo- 
thèse, les sections normales dont les plans renfermeroni 
les asymptotes communes aux deux hyperboles, auront 
évidemment des courbures nulles, ou des rayons de cour- 
bure infinis; donc les plans des deux sections mormales 
dont les courbures s’évanouiront formeront des angles 
égaux avec les plans des sections principales. 
De 
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Si l’ellipse se change en un cercle; tous les rayons dé 
courbure seront égaux : on pourra alors désigner par le 
nomi de sections principales deux sections normales quel: 
conques dont les plans se couperont à angle droit. Si la li- 
gne , lieu des extrémités, se compose de deux droites pa- 
rallèles, que l’on peut considérer comme représentant une 
ellipse dont le grand axe est infini, les sections principales 
correspondront à une valeur minimum et à une valeur 
“infinie du rayon de courbure. Enfin, si la quantité R 
s’évanouissait, toutes les sections normales auraient des 
rayons de courbure nuls ou infinis. 


On saitencore que si dans une ellipse ou dans l’ensem- 


ble de deux-hyperboles conjuguées on mène deux rayons 


\ à à 1 t 
r', r” perpendiculaires l’un à l’autre, la somme — + = 
r r 


1 
b:? 
a et b étant les deux axes principaux des courbes. Donc, 
en appelant p,, p. les rayons de courbure principaux, p', p" 
les rayous correspondants aux rayons vecteurs 7’ et r”, 


Par” , 4 e I 
sera une quantité constante écale, au signe près a— + 
Le) 5 D A 


l'équation 


Donc, si après avoir mené, par un point (x, y, z) 
d'une surface courbe, deux plans rectangulaires entre 
eux et normaux à cette surface, on divise successivement 
Vunité par chacun des rayons de courbure des deux li- 
gnes d'intersection , la somme des quotients sera une 
quantité constante, pourvu que dans cétte somme on 
prenne toujours le signe + pour les rayons de courbure 
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dirigés dans un certain sens, et Île signe — pour ceux qui 
sont dirigés en sens inverse. La somme dont il s’agit sera 
égale , au signe près, à la somme ou à la différence des 
quotients que l’on obtient en divisant l’unité par les 
rayons de courbure principaux. 

. 189. Si l’on suppose la courbe du second degré rap- 
portée à ses axes principaux, son équation doit se ré- 
duire à 

‘d'u 
4 à ri 








d'u 
€2 + + =ÆR, 
dy? 


et l’on aura én conséquence 


d'u ne: 
ÿ dxdy TR 





De plus, si l’on appelle &, 6 les angles qu'un rayon vec 
teur quelconque r fait avec les axes principaux, ce Layon 
vecteur partant du centre se trouve déterminé, si la 
courbe est une ellipse, par léquation 

{ 


l I | 
— = — COS? 4 + — cos? 6 — — cos? & + 
a? a? b? 


sin ?z , 


et si la courbe est une hyperbole, par l'équation 
0 Re : 2 u A Vote ER ns 2 n 2 
SFR RÉ or RE T'as eee er cé QUÉT Le & ; 
on aura donc aussi, en ayant égard aux équations 


Nan ae a = Vpn bave, 


] I FAST 
—  — COS?a + —sin?«x, 
P 1 Pa 
ou 
] I 1: 
== — cos? & —— —- Sin 2x, 
P Pr Pa 


On arriverait directement à ces équations de la manière 


suivante. Quand on prend pour plan xy le plan tangent 
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à la surface, et peur axes dans ce plan les-axes princi- 
paux, on a 








| Gus Oo SA 
( cer 0 
* ?  dxdy j 
et la valeur de Q se réduit à 
12 . 2 e 27 + 2y È 
— cos? æ@ cos? 6 = —— cos ?« — Sin 2%. 
Q dx? Hays | LUE a dy? 


Si, dans cétte dernière équation, on met à la place de Q 


R . e 
sa-waleur + —, il vient 
(4 








et comme pour obtenir les rayons de courbure princi- 
paux Pi; Pa, il faut poser successivement 





T'AS 
& = ‘Or, CA Fe 
on trouvera 
PE Lach RRRRTPRENE 
nn Rdæ°° pi. UR ya 


Les quantités KE la 

dx?°"dy? 
tités de même signe dans le cas où la courbe est une 
ellipse , de signes contraires quand elle est formée de deux 
hyperboles conjugées , on en conclut que la dernière des 


équations qui précèdent se réduit, dans le ‘premier cas, 


étant nécessairement des quan- 
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So 
C4 
© 


à la formule : 


1 TX 
= — COS? + — sine, 
Px : P2 4 


— | = 


et dans le second, à 


+" — = ç0s?0 M sine. 
P Ps : Le Pa 
Il existe donc une relation très simple entre le rayon de 
courbure d’une section normale quelconque et les deux 
rayons de courbure des sections principales , relation qui 
permet de calculer facilement ce rayon de courbure quel- 
conque quand on connaît les rayons de courbure princi- 
paux, et les angles que la tangente à la section normale 
fait avec les tangentes aux deux:séctions principales. 
Si la courbe devenait un cercle, on aurait 


Pr — Pa = p: 


Si cette ligne était formée de deux droites parallèles, 
l’un des deux rayons de courbure principaux, £: par 


I 
exemple, serait infini; — serait nuls et p serait done 


[2 


par l'équation très simple 


l 2 4 
Deer CO 
Rue 


PPr —= COS? & ; 


p: serait d’ailleurs le rayon de courbure de la section 
normale qui aurait pour tangente la perpendiculaire me- 
née aux deux parallèles par le point (x, y, 2). 


Concevons que le rayon de courbure p étant donné par 
l'équation 
ï i Lx 
= ct — cofa. sm’ 
LP fr P2 
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on considère un second rayon de courbure’p' eorrespon- 


à T ‘ 
dant à l’angle «= à +- 3 > On aurait 
et par conséquent 


ie: 
Mu NT 


équation qui renferme le théorème énoncé plus haut. 


a © ——— 
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Détermination analytique des sections de courbure principales et des 
rayons de courbure principaux. — Rayon de courbure ou d’une courbe 
quelconque tracée sur la surface. 


190. Concevons à présent que l’on veuille déterminer 
dars l’espace, pourun point quelconque (x, y, z) de la sur- 
face donnée, la direction des tangentes aux sections de 
courbure principales, et les rayons de courbure princi- 
paux. Il suffira évidemment de chercher le maximum et 
le minimum, ou les deux minima du rayon de courbure 


= + me, 


en supposant les coordonnées £, n, & liées entre elles par 
les deux équations 











d'u. d?u d?u d?u d?u 
Z 2 LEE 2 } bis vel 
ET de ms 37 n PR RER Tr d LE 2 7ase 
d?u 


br HET 


Par suite on reconnaîtra que les valeurs de £, n, € cor- 
respondantes aux rayons de courbure principaux, devront 
saüsfaire à l'équation 


de=o, où Édé + nydn + Ed =0, 


362 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


après qu’on aura éliminé dE, dn, d£ à l’aide des diffé- 
rentielles des deux équations qui lient entre. elles ces va- 
riables, différentielles qu’on peut mettre sous la forme 


d'u, d'u d'u d'u d'u 
2 E HR dE LS RSR 
(A < dxdy : Pt) d (E D dy?” rt) 


d?u du 
En (ane Par ee É + e) 2 0) 
7 dé ae 5 d + = dt= — 0. 
Pour faire cette élimination, multiplions la première de 
ces deux équations par un coeflicient indéterminé — S, la 


seconde par un coefficient indéterminé —-T, et après les 
avoir aJoutées à l'équation 


Êdé + ndy + Cd = 0, 


égalons à o les coefficients des différentielles dE, dn, dé. 
On trouve de cette manière. 





d'u d?u 

dx? dxdy + dxdz Et sera 
dia, LR d?u du 
Re NOR 
d'u sk d?u 

PURE CRUE dyds” + me +TÉ. 


Si l’on ajouie ces dernières équations après les avoir 
respectivement multipliées par £, n, €, on trouvera, en 
ayant égard aux équations qui précèdent, 


DER SP" gps À Loop * | 
‘ p 


Le facteur S ne diffère donc pas de la quantité déjà dési- 
gnée par Q. Si l’on substitue pour S cette valeur Q, il 
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viendra | 
ATARI d’?u du du 
Cr ON SN ee Te 
d?u d?u + du du 
art (ro) + ter 
d?u d?u ) du 
ep 0 ( 14) Dr 74 


d’où l’on tirera | 
duf {d'u d?u d'u } 
1e 0 Co mer 
duf d’u d?u d'u \ d?u 
Ê—s +5 dzdx dydz (0) | FE 
= d?u d'u AT \ d?u 
FL LE (gs Ne | 
f{_ du, d?u d?u d?u \ d'u 
{ pe de (no 
dx | dzdx dydz dz dxdy 
]  duf/d°?u d?u d?u \° 
ï [2 Bla) (a) 


_ du d?u d?u d?u d?u 
HE Lu ge — (gs —Q 
dz |. dxdy dzdx dx dydz 




















du d?u d?u 24 d?u 

dx dydz dxdy (Fo) dzdx 

duY, d?’u d?u d?u \ d?u et 
ag Hal aie — (ne Jée 1% 


+de) 


s# désignant un coefficient dont on déterminera facilement 
la valeur. En effet, si l’on substitue les valeurs de £, n, 6, 
_ dans les deux équations 


du 
2 Ly + net Ébuté=0 
on trouvera , 1° 


s = À 


Fi désignant la somme des carrés des coeflicients de s 
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dans les valeurs de £ ,n, £; 2° 
du du d?u d'u 

à JE) Ge 

24 (d'u fd u À 

IN de De TÈ 


) 
à [ar —2)( 2) 


du du F d’u d?u d'u F4 
Ha ee Se — (2 —Q 
[y dz L'dxdy dzdx .  dydz 
La du du F d?u d?u d’u f[d?u \ 
dz dx | dydz dxdy dzdx | 


À du du F du d?u d'u {d'u ) 
\ + dx dy Le dydz dxdy \ dz? ETS | 

Cette dernière équation du deuxième degré, par rap- 
port à Q, donnera les deux valeurs de cette inconnue 


correspondantes aux rayons de courbure principaux. Ces 
rayons de courbure principaux seront ensuite donnés im- 














médiatement par l'équation 


Connaissant Q et pb, on pourra calculer +, puis Ë, n, 6, 
ou les coordonnées des deux points situés sur les tangentes 
aux sections principales; et enfin les cosinus des angles 
que ces tangentes font avec les axes, à l’aide des équations 


£ P € 
Cosæ — +, CoSB — —, cosy = —, 
p? p p? 
Î 
x pT ét 
ou, à cause de 3: — + DE — + Üs, 
LOS 2 MES cosB = + = ns CCS 
FT DU U 
£, M, € ne dépendent pas de #, mais seulement de Q 
l mia du du du 14 
et des quantités =. PL 
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Remarquons que, l’on peut calculer T quand on con- 
naît 3, çt que, par conséquent, le problème précédent 
est complétement déterminé. 

191. Lorsque les variables x, y, z, sont séparées dt 
l'équation u — o de la surface, on a 


du. : du IL TE 
DR bar, |  didr CU 





les équations qui donnent E, n, € et Q, deviennent 


E é Vus 
dx dy dz 
D Aa 


d?u d?u d?u 
an Qi oe Ga Nin Q 


Dans la même hypothèse, la quantité T et les trois angles 
a, 6, y seront déterminés par les équations 


du d?u d?u 
Es — 6 — Q. 5 
Pr o cos (F dy e) cos ti Ta Q) co5y 








du du du 
dx dy dz 
ANT ee NC du : du N\°7—}i 
Le dy dz 
re fer ma Lu FE EU Tu ) 
Hess dy? Q de — 
du du ‘3 du T4 —+ 
ie sel 2 
FR FL ITA d°u d°u 
AT S a 7° a 


# 
Va 


#F 
Prenons pour premier exemple lellipsoïde 


x? Y° 7° 


(1) ann ps mere 
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on peut faire 


1 /x? 2 72 CL: 
= (RE +R HE) 


d’où 


d?u à DM 5 257 DAC L 
dx? — a??? dy? 7 b?? 47 che 





Î 


et l’on aura 


* x? Y° 72 a. 
(2) iQ) EG GP) rond Fa 
Vu CE MO Na | | 
DRE 
LES COS & MNT QU 8É se cos y 


4) +0) DIT 


À l’aide de ces dernières équations on déterminera en 
chaque point de l’ellipsoïde la direction des tangentes aux 
sections principales, et les deux rayons de courbure prin- 
Cipaux. ; 

De plus, si l’on retranche l’une de l’autre les deux 
équations (1) et (2), on trouvera. 


D} 


DE" 0m Q 


d’où il résulte que si après avoir calculé l’une des valeurs 
maximum ou minimum de LS on consiruit un nouvel 
ellipsoïde, dont les demi-axes a’, b', c', soient déterminés 
par les équations 


SN CEE 


< 
QI Q” 


ai a — 
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le nouvel ellipsoïde passera encore par le point (x, y, z). 

On peut remarquer que les sections faites par les plans 
coordonnés dans l’ellipsoïde proposé, et dans ce nouvel 
- ellipsoïde, ont les mêmes foyers; car on a 


a bia bb, aa —0c, bc bo, 


pme Exemple. Concevons qu'après avoir tracé dans le 


plan xy une courbe représentée par y = f(x), on fasse 
tourner cette courbe autour de l’axe des x; elle engendrera 
une surface de révolution dans ele la distance du 
point (x,.y, z) à l’axe des x, savoir, V/y? + 2°, sera équi- 
valente, au signe près, à l’ordonnée f(x) de la courbe 
génératrice. On aura donc pour tous les points de la sur- 
face 


Va+e 2 f(x), += [f(x]; 
et son équation pourra se mettre sous la forme 


RE se Got 


d’où 

& ) du RAS 

Si. =— f(x) f (x), AR 7 Z 3 
d? ; U Cfa ANS d?u 
er +}, Der Per 


L'équation qui donne la valeur de Q sera 
Fer re 
Q+Lf'()P+ x) f"(x) Q—1: 4 
d’où , en remettant pour y° + z° sa valeur [ f(x)]?, 


f(æ) F"(æ) 


ET LFP 


On aura d’ailleurs 


a = (2) + (6) +2) (A) +(4) = + fa) V1 +, 
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et par conséquent 


_{iEOr. 


| Par 

La valeur précédente de p est le rayon de courbure de la 
courbe génératrice qui coïncide effectivement avec l’une 
des sections principales de la surface de révolution. L’é- 
quation qui donnait Q s’est trouvée réduite dans ce cas 
particulier au premier degré, de sorte que, pour détermi- 
ner le second rayon de courbure principal, il faut remon- 
ter aux équations qui lient £, n, € avec Q et T, équations 
qui deviennent : 


LQ +") +" (a) E = TY (a) f(x), | 
(1—Q)1=Ty, (1—Q)É=TS 


et que l’on vérifie en prenant Q = 1, T=—0,EË—=o. 
En donnant cette seconde valeur à Q, on trouvera pour 
la valeur correspondante de p 


p=HR=+fG)Vi+ (a) =N, 


N étant la normale de la génératrice. | 

De plus, l'équation £ — o entraînera la suivanie 
cosa—0, de sorte que la section principale, dont N est le 
rayon de courbure, a pour tangente une droite comprise 
dans un plan perpendiculaire à l’axe des x. 

192. Les formules générales précédemment obtenues 
se simplifient lorsque l’on suppose l'équation de la sur- 
face résolue par rapport à z, et réduite à la forme 
z—f(x,7); alors, en posant 
u—=f(x,y)—2, =, D =4; 


d?z d?z d?z 


— . a 





— = 7 DS _ 
GLS ” dxdy 7 dy? 
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on trouvera 





du du du 

Pen «TAN As PAS Are à © 
du d?u C4 d'u d?u 
dx? dy" Wide 7? AIRES 4 
d?u d?u 


dax dy 
Q = 7 cos? + 25 cosx cos6 + rcos26, 


P COSæ + q COSÉ = COS y; 


et les deux équations de la courbe plane qu’on obtient en 
portant, à partir du point (x, y, z), sur la tangente à 
chaque section normale, des longueurs égales à la racine 
carrée du rayon de courbure de cette même section, 
seront 


pEtqn—=t, ré +oséy ti —ÆER. 


Les rayons de courbure principaux sont toujours dé- 
terminés par la formule 


dp=£#£ dE + ydn + Cd£ = 0, 


de laquelle on devra éliminer dE, dn, d£, à l'aide des 
équations différentielles 


(rË + 59) dE + (sË + tn)dy —0o, pdé + qd» = dÛ; 
or, si l’on élimine d’abord d£, on aura 
(EH po)dEé + (n+qé)dn= 0, 
d’où l’on conclut 


rÉtsn _ sÉHin _ E(rE + sy) + 4(sËé + tn) 
E+pé  n+qc ee +pl)+ (1 +) 











RU EE CU EU TRE TR DE 0 
Rs A ETAPE CSN CAN E RU RE 


1} vis 24 
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et par suite 
ré sn—(Ë8+pl)Q—=0o, sé + tr —(n+46)Q = 0; 
ou, mettant pour € sa valeur pË£ + qgn; | 
Jr— (pti) QUE + (s— pqQ)n — 0, 
| (s— p9Q)E Hit (g +1) Er 0, 
[rs (p+1)Q1— (92 1)Q]—(s=p3Q = 0 
QUP+g Hi) (p° +1 ) 12 pgs+(q +1) r]Q re = 0: 


On trouvera éncore 


Re RS 
V/p+qg+i 
ANNE } HESRATT PET E TONNES 5 
s—pqQ  (p+1)Q—r ps—gr+qQ ps—qr+qQ 
pa 


re Vs PQ) EEE 1) Q — r]? + (ps —qr#g0)" 
ds Vogel APE eg PRVape NE OR É Pi ‘ 
V{(p?+ 1)s— par) + (p° + 9° +1 )[(p° + #)Q —7r| 


On tirera enfin des formules qui précèdent 


QE 





COS». 4 cos 6 '; COSY 
s— pqQ' y. (PHQ- Re, PS QE 9Q 
AR a RE 





DE te RSR PT PT PO 
VTCP + 05 par ++ 9) QT 


L'équation. 


f 


(p+ +1) @—T{p+i)t— 2pqs+ (qg+3)r|QHrts 
— AQ° + BQ + C—0 
donnera évidemment deux valeurs réelles de Q. On aura 
en effet 
B—4 AC= {(p?+1)t— ps + (g+ 1)r }—4(p2+ gs r)(rt — s2) 


 L(p24i) Cp +n)e(g2 4) pe Cpgr—(p°41)81 }2+4(p2+ 992) Cpgr—(p2 +1) N 
TRUE CON TARN Te PRE 1: LETTONIE 


4 
$ 


193. Quand on connaîtra les deux valeurs Q' et Q" de 
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Q yon déterminera facilement et les deux rayons de cour- 
bure principaux, et les directions des tangentes menées 
par le point (x, y, z) aux sections principales. 

Comme le produit Q'Q" de ces deux racines est égal à 
rt — $', elles sefont de même signe si l’on a rf—$ > 0, 
et les deux ravons de courbure dirigés dans le même sens 
seront les valeurs maximum et minimum du rayon de 
courbure p. Si l’on avait rt — s° 0, les deux racines 
de l'équation seraient des quantités de signes contraires, 
et les rayons de courbure dirigés en sens contraire repré- 
señteraient deux valeurs minima de p. Si l’on avait 
rt — s — 0, l’une des racines s’évanouirait, et la valeur 
maximum de p deviendrait infinie : donc alors une des 
sections principales aurait une courbure nulle. Il est aisé 
de s'assurer que cette circonstance a lieu en chaque point 
d’une surface développable : par conséquent les valeurs 
de r, t,s, tirées de l’équation d’une semblable surface, 
vérifient la formule rt — s° — 0, quelles que soïent les va- 
leurs attribuées aux coordonnées x, y, z. 

Les deux valeurs Q' et Q” deviennent égales dans le 
cas où B°? — {AC — 0, ce qui ne peut arriver sans que 
les deux carrés dont se compose cette différence soient 
séparément nuls, ou sans que l’on ait à la fois 


par —(p+1)s=o, (p+i)t(g+ilr= 0; 
ou, ce qu revient au même, . 


F À 1 (4 WE 








PH1 pq gr À 


Or dans cette supposition , l’équation qui donne Q, c’est- 
à-dire 


br (pt + DQI=(g + QT —(s —p9Q} = 0, 
24... 
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devient 
(r — AQ7r) (£ — AQP — (s — AQs) = 0; 
(1 — AQ} (ré — s)—o, 
d’où l’on tire, en remarquant que dans le cas dont il s’a- 
git 74 —— s? n’est pas nul, 


r s Ë 


Sr Hi pm 








Donc alors la valeur de Q, et par conséquent celle de p, 
est indépendante des angles, «, 6, y, ou des coordonnées 


2 n, 6 


Et en effet, l’équation 


= = cos?a + — sinia 
P Pa P2 
se réduit, à cause de p, = Ps, à 
ue — (cos ?« + sin ?«) sn) 
PA QUE Px 
On trouverait aussi que dans ce cas les valeurs des coor- 
données Ë, n, €, ou des angles &, 6, y qui correspondent 
aux rayons de courbure principaux, sont indéterminées. 
Les points de la surface pour lesquels toutes les sections 
normales ont la même courbure s'appellent des ombilics: 
Pour que les rayons de courbure principaux soient 
égaux et dirigés en sens contraires, il est nécessaire que 
dans l'équation AQ° + BQ + C —0 le coeficient de Q 


s’évanounisse, etque l’on ait en conséquence 
(p? +1) — 2pqs + (qg°+ ir = o. 


Remarque.On démontrerait plus simplement la réalité 
des racines Q" et Q”, en supposant, çe qui est toujours 


permis , que l’on a pris pour plan y un plan parallèle au 
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plan tangent mené par le point (x, Y Z). On aurait en 
eflet, dans cette supposition , 


2 6/9 0: 
l'équation qui donne Q deviendrait 
(r— Q)(t —Q) — 5 =, 


Q_—(t+r)Q+r— 5 —0, 


€ t pires ft—pr\?2 
VE Ze) rt + s? — Er (ER ED st"; 


di quantité sous le radical est essentiellement positive, 
donc , etc. 

194. Considérons toujours une surface courbe repré- 
sentée par l'équation u — o, et sur cette, surface une 
courbe quelconque passant par lé point (x, y, z). Si l’on 
nomme s l'arc de cette courbe pris pour variable indé- 
pendante, et P son rayon de courbure correspondant au 
point (x, y, z), les cosinus des angles formés par ce rayon 
avec les demi-axes des coordonnées positives, seront 


(n° 166) 


d’où 


= 








. d?x k d?y < d2?z 
ds? ? ds? ? ds?” 





Si de plus on mène la normale à la surface en ce même 
point, et si l’on fait, pour abréger, 


PR < V du \? du? né du | 
HA 7) 1Y dy dr} 
les cosinus des angles compris entre la normale et les 


demi-axes des coordonnées positives, seront respective- 


ment 
1 du 1 du 1 du 


Rd’ Rdy) Rd 


Cela posé , soit 9 l'angle que fait la normale avec le rayon 


374 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
À LL 
de courbure, on aura 


sr + de Et 
P &r dr 7 El 


à -— 
cos R a 





D'ailleurs en différentiant deux fois de suite l'équation 
u — ©, et désignant par &, 6, y, les angles que formeila 
tangente prolongée dans un sens ou dans un autre avec 
les demi-axes des coordonnées positives, on. en tirera, 
comme nous l'avons déjà vu, 


du du du 
AE, d?: RE, AT IE Ye 18 2 
dx AUS 7 mé Que, 


la valeur de Q étant déterminée par l'équation 























d?u Pau d?u AL d?u 4 
parer COS “æ COS cos 

dx? dy? 1 dz? Y 

Wa d?u £ 4 d?u d?u | e 
2 cos£ cos 2 COS y COS æ 2 COS æ COS 

dydz À: dzdx Ÿ ne dxdy Ls 

et l’on aura par conséquent - 
fe cos à Q R 
cos à — —- = US P — — — god" 


Des trois quantités R, Q et d, la première R dépend uni- 
quement de la position du point (x, y, z) sur la surface; 
la seconde Q dépend à la fois et de cette position, et de 
la direction de la tangente à la courbe tracée sur la surface; 
d représente toujours l’un des angles formés par le plan os- 
culateur de la courbe avec le plan tangent, ou, ce qui re- 
vient au même, par la normale principale de la courbe, 
avec la normale à la surface. Cela posé, il est clair que si 
l’on donne avec le point (x, y, z), la tangente à la courbe, 
et Le plan osculateur, ces quantités Q et R seront connues, 
ainsi que cosd; on pourra donc déterminér le rayon de 


A . y . R + 
courbure à l’aide de l'équation P — — G d. De plus, 
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comme les quantités P et R sontessentiellement positives, 
cos Ô et Q devront être de signes contraires; et comme 
on connaît le signe de Q ; on pourra dans tous les cas dé- 
terminer le signe de cosd, et, par çonséquent, le sens 
dans.lequel on devra porter le rayon de courbure P sur 
la normale principale de la courbe proposée. * 

195. Si l'on voulait avoir le rayon de courbure p de 
la séétion normale, il faudrait faire coïneider le plan os- 
culateur de la courbe avec un plan normal, en posani 
cos 0 — + 1. On trouverait ainsi 9 = + B , valeur qui 


Q 


.s’accorde avec celle que nous avons obtenue plus haut; 


en substituant, au lieu de d sa valeur + pb, on aura 
P— + p cosd. On conclut facilement de cette dernière 
équation le théorème suivant : 

Concevons qu'une courbe quelconque étant tracée sur 
une surface, on mène par la tangente à cette courbe en uu 
point donné (x, y, z), un plan normal à la surface; le 
rayon de courbure de la courbe sera le produit du rayon 
de courbure de la section faite par le plan normal par le 
cosinus de Pangle aigu compris entre ce même plan et le 
plan osculateur de la courbe. 

Ce théorème remarquable, dù à Meunier, peut, en ne 
considérant que des sections planes, s’'énoncer aussi comme 
il suit : le rayon de courbure d’une section oblique est la 
projection sur le plan de cette courbe du rayon de la sec- 
tion normale qui passe par la mème tangente. En imagi- 
hant une sphère décrite de l'extrémité du rayon de cour- 
bure de la section normale prise pour centre, el avec ce 
même rayon, on pourrait dire encore que tout plan con- 
duit par la tangenie coupera cette sphère suivant an cercle 
qui sera le cercle osculaieur de la section faite dans la 


surface par ce même plan. 
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On peut aisément vérifier le théorème qui précède dans 
plusieurs cas particuliers. Aïnsi, par exemple, si par un 
point donné sur une sphère, on fait passer un grand cercle 
et un petit cercle qui aient en ce point la même tangente, 
on reconnaitra sans peine que le rayon du petit cercle est 
équivalerit au rayon de la sphère multiplié par le tosinus 
de l’angle aïgu compris entre les plans des deux "cercles. 

Supposons encore que la surface courbe est la surface 
de révolution engendrée par la rotation autour de l'axe 
des x de la courbe y = f(x), et que l’on demande le rayon 
de courbure P de la section faite dans la surface par un 
plan normal à la courbe génératrice, et passant par le 
point (x, y, z). L’angle aigu compris entre ce plan et un 
second plan perpendiculaire à l’axe des x, sera évidem- 
ment égal à l’inclinaison + de la courbe génératrice par 
rapport au même axe. Ce second plan coupera la surface 
de révolution suivant un cercle dont le rayon P est égalau 
signe près à l’ordonnée f(x) de la courbe génératrice. On 
aura donc, en appelant toujours p le rayon de courbure 
de la section normale, et parce que 


I 


COSr — Vers 


1+ "(x)" 
e=E fa) Vilar. 


Les équations qui précèdent se simplifient considéra- 
blement dans le cas où l’équation de la surface 4 — o est 
de la forme z — f(x, y) — 0; on trouve en effet alors 





PCOST = PEN 


R=VPER TS, 


Q = rcos?x + 25 C08« cos6 + Fcos?s, 
cos d' T COS?æ —- 55 COSæ COSS + t cos ?C 





P Vépi+ qg 4 
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Nouvelles propriétés des sections principales. — Lignes de courbure des 
surfaces:—Centres de courbure. —Surface lieu des centres de courbure. 


196. Si dans les équations (a) (n°189) on met à la place 
de Ë, n, €, leurs valeurs tirées des équations 


L dx dy 1 dz 
£ —p? cosa— p? Fe n Too 6— pr . lp? 008 y == p3 Ts 


T 
on trouvera, en posant —— T, 


a 
u?Æ dx d'u dy UE dz __,., du 
dx “hds Ÿ dxdy ds ‘ dxdz ds — dx’ 
d?u dx d'u dy d'u dz du 
b —— — em —Q = + — —=T — 
NE er pris (Te Q PAPE dy 
d'u SN es d'u dy d?u das dz y du 
dxdz ds ‘ dydz ds da? ds dz 


Appelons /, m, n les angles que fait avec les axes la per- 
pendiculaire au plan osculateur de la section normale, 
cette ligne sera nécessairement perpendiculaire à la tan- 
gente à la section normale et à la normale à la surface, 
et l’on aura 


cos l'dx + cosm dy + cos nr dz = 0, 


du du 
COS — + COS nn — + cos 7 — = 0. 
dx dy dz 
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Cela posé, si après avoir multiplié respectivement les 
équations (D) par cos /, cos m, cos n, on les ajoute ; Q et 
T” disparaîtront, et l’on trouvera 


d?u d?u up", 
BE an te MAR 
‘ (a à 


d? d'u d 
+ cos 77 (CE dx + Ar dy + D de) 


dxdy dy ? dydz 
| / d’u d?u d?u 
[—— d: ——— — — 
+ cos z here FH gras TRUE dz 0, 


équation que l’on peut écrire sous la forme très simple 
PA du d 
cos / d.— + cos md.— + cos nr Rose 0) 
dx dy dz 


puisque l’on a identiquemeni 
d?u d°’u d'u du” 
— d. —— d —— dz = d.--,..., etes 
Mi drdyl . drde. DD 
Les trois équations 


du du du 
cos /d. HA + cos md. Fr. + cosz d. FA. 


ee + cos cu + cos Les o 

08 / — m — n — — 

dx dy dz é 
cos? / + cos? m + COS nn = I, 


suflisent pour déterminer, au signe près, les trois quantités 
cos /, cos m, cos n, ou pour fixer la position du plan 
osculateur à la section normale dont le rayon de courbure 
est un maximum ou un minimum. 

197. Supposons maintenant qu'ayant mené par le point 
(x, y, z) une section normale quelconque , on considère 
sur cette section un second point dont les coordonnées 
soient x + Ax, y + Ày,z + Az, menons par ce second 
point, ainsi que par le: point (x, y, z), deux normales à la 
surface, et par l’une de ces normales faisons passer un 
plan parallèle à l’autré. Si Von désigne par l', m', n° les 
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angles que forme avec les axes une perpendiculaire à ce 


plan, on aura tout-à-la-fois 


SOU UT ARE du 
cos l°—— + cosm +- COS 2” — — 0, 


dx dy dz 
cost (D + AT )+eosm T+ar) 
dx dx dy dy 
| +- cos 2’ a" + 0 
\ dz de Es À 


et l’on en conclura 


du du du 
DST — FAge LÀ éd 4 à 
COS pre —- COS 77 dy —+- COS Z2 pa O 


Si les deux normales deviennent infiniment voisines, 
cette dernière équation deviendra 


, du du du 
[' TE gamer + Fr PES SAS 4 de . 
* cosl (SFr cos FE + Ccosz A 


Par conséquent pour tout plan parallèle à la normale me- 
née par le point (x, y, z) et à une normale infiniment 
voisine menée par un second point de la courbe que l’on 
considère , les angles /', m', n' seront déterminés par les 
deux équations 
, du y du , du 
COS À — + cos m°— + COS 7 — = 0, 
dx dy dz. 
du du du 
CO CÔS md. + sn d-— = 0. 
dx dy dz 


Quand la section normale que l’on considère est une 
section de plus grande ou de moindré courbure, on a, 
comme nous venons de le voir, en désignant par /, m,n 
les angles que la perpendiculaire au plan osculateur ou au 
plan de cette courbe fait avec les axes, 


du 
dz 





du du 
COS [ -— + cos m7 — + cos 7 
dx dy 


du DATE 
Cos / d.— + cosm d.— + cos d.-— = 0. 
"dr dy C 
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On aura donc 


cos /’ cos mn cos 2’ 





cos{  cosm cosn? 


et par conséquent le plan normal qui renferme une sec- 
tion dé plus grande ou de moindre courbure au point 
(x, y, z) renferme en même temps la normale à la sur- 
face menée par un second point de la section infiniment 
voisin du premier. 

198. On appelle ligne de courbure d’une surface 
courbe, toute ligne qui, étant tracée sur cette surface, 
est tangente en ce point à une section normale de plus 
grande ou de moindre courbure. D’après cette définition, 
les valeurs des Et dx, dy, dz, ou plutôt des 


d 
rapports —— Ta. _ 


doivent être celles qui répondent aux sections normales 
de plus grande et de moindre courbure; et, puisque ces 
valeurs se déduisent des deux équations 


, correspondant aux lignes de eourbüre, 


à … a+ dy + . di =D, 
| cos /d. ge + cos nd. mi + coszd. #3 AA 
dx dy dz 
il est clair que ces deux équations sont précisément les 
équations différentielles des deux systèmes de lignes de 
courbure. La dernière de ces équations peut, comme on 


l’a vu, se mettre sous la forme 


! (de dx d'u dy d’u dz 
D | 7e tag a dia 





d’iv4r Fa d'u dy ke. d?u dz à 
SIN | —— —— + —— — mnt) 
(2) ES dxdy ds dy? ds dydz ds 
° d?u dx d?u dy d'u dz\ 


RE ( dxdz ds ANA dydz ds 7 de ds 1. 
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D'ailleurs, des formules 


dx dy dz 
cos + COS? 5 + COS 2 mr A0: 
du du du 
cosi— + cos % +- cos 7 OS 
on tire 
cos / cos 77 cos n 


— 


du dz du dy — du dx du dz  dudy du dx 


dy ds dz ds dz ds dx ds dx ds dy ds 


Si dans l'équation (2) on remplace les trois cosinus 
3 u du. dz du dy 
par.les quantités proportionnelles ve etc., on 
obtiendra une équation du second degré entre les rapports 
dy dz 
dx’ dx 
l'équation 


, et en éliminant un de ces rapports à l’aide de 


du  dudy dudz 
de ddr Fe de Tee 


qui est du premier degré seulement, on aura, pour déter- 
miner l’autre, une nouvelle équation du second degré, 
qui.estce qu’on appelle plus proprement l'équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure. 
Si dans l'équation de la surface les variables étaient 

séparées, on aurait R 

d?u d'u d?u 

ent De 02 rap 0 





et les équations différentielles des lignes de courbure se 
réduiraient à 


du du du 

— d. — dy — dz = 

ant UE in? : 

du {/ d?u d?u | du /d?u d?u 
Oo ape + Car De) des 
du {d'u  d?u 
pr. -) dxdy Se UR 
+ 
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Ainsi, par exemple, les lignes de courbtüre d’une elhip= 
soïde rapporté à son centre et à ses axes se trouveront 
déterminées par le système des deux équations différen= 
tielles 

xx ydy zdz 
—-- 


a? b? c? 











4 = (a? — b?)dx dy = 0. 


La première ‘de ces deux équations différentielles peut 
être remplacée par l'équation même de Pellipsoïde. 
Pour uñe surface de révolution on aurait (n° 194) = 
du du d'u d?u 
MR Ds L— == Z RON Re 
D TT) ds de 


et, par suite, l'équation (3) se réduirait à 


d?u\ Lu 
C _ es | ONE ENS = L : 





.. 


et l’on en conclura que les Hgnes de courbure ne sont amtre 
chose que les sections planes faïtes par des plans perpen- | 
dieulaires à axe, ou par des plans passant par l'axe. 

Puisqu’à chaque point d’une surface donnée il existe 
en général deux section$ normales de plus grande ou 
de moindré courbure, à chacun des points de cette sur- 
face correspondront aussi deux lignes de courbure qui, 
comme les sections principales, se couperont nécessaire- 
menti à angle droit. E 

Considérons, én particulier, le cas où l'équation de la 
surface se présente sous la forme 


u — 2 = Jf{t,.7) 00: 


Pour obtenir la direction des lignes de courbure, qui 
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coïncide avec celle des sections principales , il suflira dans 
léquation ; 

(PH +1)Q —{[(p° + i)# — 2pgs —(g2+1)rlQ +rt—s —0, 
de substituer pour Q sa valeur tirée des équations 


cOSæ cos 6 #2 cos y 
s—pqQ  (p+i)Q—7r ps —qr+q@ 
et exprimée au moyen de l’un des rapports 


cos 6 dy cosy dz 
= = TT "—=R—— ; 
COS æ dr’ cos æ dx. 





du e.. par exemple : on trouvera de cette manière 





[(g®+1)s— pat] + “AC + 1) —(p° + x)é] 
— [(p? + 1)s — pr] — 0. 


dx? 


On prouvera très facilement que les deux racines de cette 
équation sont toujours réelles en supposant, te qui est tou- 


jours permis, que le plan xy est parallèle au plan tangent ; 
on äâura en eflet, dans cette hypothèse, 


P —= 6; q — 0, 


et l'équation qui précède deviéndra 








dy? dy fe dy? r—tdy Li 
ee EE ef D ER Me FT 
on en tire 

dy r—t I 

— = — on me — t} s 

dx 25 2$ V( ) + 4 


ces deux Valeurs sont évidemment toujours réelles ; en les 
désignant par tang t, tang T' , on a de plus 


tang7 tangr = — 1, 
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ce qui montre bien que les deux lignes de courbure sont 
perpendiculaires l’une à l’autre. 

Lorsque le point (x, y, z), pris sur la surface, est ce 
que nous avons appelé un ombilic, on a (n° 193) 


(g+ i)s— pqt — 0, (p*+i)s — pqr = 0, 


et par suite 
(g® + ir — (p+Hi)t = 0. 


L’équation qui donne la direction des lignes de courbure 
devient identique ,*ou prend la forme o = o, ce quian- 
nonce que d’un ombilic il part une infinité de lif de 
courbure ; nous avons vu en effet que dans ce cas totites les 
sections normales sont des sections principales ou des sec- 
tions de plus grande ou de moïndre courbure. 


199. Les lignes de courbure sont, en vertu même de 
leur définition, tangentes en chacun de leurs points à une 
section normale de plus grande ou de moindre courbure. 
De plus, le plan normal qui renferme une section de 
plus grande ou de moindre courbure au point (x, y, 2), 
et par suite la tangente à la ligne de courbure en cé 
point, renferme en même temps la normale à la ‘sur- 
face menée par un second point de la section infini- 
ment voisin du premier. En partant de cette double pro- 
priété, on serait tenté de définir avec Monge les lignes 
de courbure des lignes qui renferment la suite des points 
d’une surface pour lesquels les normales infiniment voi- 
sines se rencontrent successivement ; mais cette définition 
est réellement défectueuse, parce que de fait deux nor- 
males ne se rencontrent pas, quelque voisines qu'on les 
suppose. Ce qui est vrai, c’est que le rapprochement des 
normales correspondantes à deux points très voisins pris 
sur une ligne de courbure, est plus intime que dans toute 
autre direction ; comparée au petit arc qui sépare ces deux 
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normales sur la surface, et que nous supposerons être un 
infiniment petit du premier ordre, leur plus courte dis- 
tance serait un infiniment petit du second ordre, tan- 
dis qu’elle est en général du premier ordre ou de mème 
ordre que l'arc. En partant de sa définition, voici com- 
ment le célèbre Monge arrivait à l'équation des lignes de 
courbure : 

Supposons, pour plus de simplicité, que l’équation de 
la surface soit 

u—=z—f(x,;r) 10 
les équations de la normale au point (x, y, z) seront 
&—xz+p(é —z)=0, Im bis) —o, 
ou 
DE Ua 0: 
Pour passer de cette première normale à une seconde 
infiniment rapprochée, il faut faire croître les variables 
x, y, z de leurs différentielles; mais les fonctions », w 
croissent aussi alors de leurs différentielles, et par consé- 
quent les équations de cette seconde normale seront 
vkdv—=o, w+dw—o, 

ou, en réduisant, ont 
dé 0}, dWw=.0,. 
. Les ‘coordonnées du point de rencontre de ces deux nor- 
males seront données dès-lors par les équations 


&—z+p(ô—z)=0, y—y+q(é—:)—o, 

dx + pdz—=(€—2)dp, dy + qdz —=(ê —:) dq. 
Mais le nombre de ces équations surpasse le nombre des 
inconnues , et par conséquent deux normales consécu- 
tives ne se rencontreront pas toujours: cela n’aura lieu 
qu’autant que l'équation de condition que l’on obtient en 
éliminant £, n, € entre les équations qui précèdent sera 
vérifiée. On parvient facilement à cette équation en élimi- 
nant d’abord £ — z entre les deux dernières équations; on 


NET 25 
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trouve ainsi 
(dx +- pdz)dq — (dy + qdz) dp : 


si, maintenant, ayant égard aux relations connues, 
dz= pdx + qdy, dp=rdxz+sdy, dq = sdx + tdy ; 


on substitue, pour dz, dp, dq, leurs valeurs , il viendra 


dy ? 


dx2 





[(g° +1)5 + À [+ i)r—{(p+)4 
— [+ 1)s—pgr]= 0: 


C’est l'équation à laquelle nous sommes déjà PeRPAus 
par une autré méthode. 

Nota. Le plan osculateur d’une ligne de courbure’ en un 
point donné doit être soigneusement distingué du plan 
normal qui passe par la tangente à cette ligne. De même, 
le cercle osculateur d’une ligne de courbure doit être en 
général distingué du cercle osculateur à la section nor- 
male à laquelle cette ligne de courbure est tangente. Il 
n'existe en effet, en général, qu’un contactdu premier ordre 
entre la ligne de courbure et la section principale qui ont 
seulement une même tangente correspondante aux mêmes 


dx a dz 
valeurs des trois quantités — Hd? dt 


férentielles secondes dx, d’y, d’z, etc., dont dépendent 
le plan osculateur et le rayon de courbure, changeront 
ordinairement de valeur dans le passage d’une de ces 
courbes à l’autre. 


tandis que les dif- 


200. Les coordonnées £, n, € du centre, et le rayon p 
du cercle osculateur à une section normale passant par le 
point (x, y; 2); vérifient, comme nous l’avons vu, les 
équations 

Re _ Ji nr CUS 
ADS du OU JON 
dx dy ds 
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et si la section normale est de plus l’une des deux sec- 
tions de plus grande et de moindre courbure, Q devra 
satisfaire à l'équation (A), page 364. Le centre du cercle 
osculateur devient alors ce qu’on appelle un des deux 
centres de courbure de la surface donnée pour le point 
(x, y, 3). Si l’on veut obienir l’équation de la surface 
lieu de tous ces centres de courbure, il suffira évidem- 
ment d'éliminer les variables x, y, z et Q entre les équa- 
tions 


pur DR TA rer mbOUT | cm but 24 
RNdux 0" HR TOP due TL O 2 
dx dy dz 











et l'équation (A). 

Exemple : Supposons, pour fixer les idées, que l'é- 
quation # — o soit celle d’un ellipsoïde rapporté à son 
centre et à ses axes, où que l’on ait 


Les équations entre lesquelles devra se faire l'élimination 


seront | 
x Ë ENS L TER a LÉ AU 
22227 Ce a et A 
et 
(a —2) (52) c? (5 —à) 
È Q Q Q 


# 


On peut même (n° 191) à l'équation de la surface ou de 
l’ellipsoïde substituer la suivante: 


a $ 24 mi 2? + 


En mettant dans ces deux dernières équations, à la place 


25... 
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de x, y, z, leurs valeurs tirées des précédentes, on 


trouve : 
ei 
Re RC à 
ah£? a bây2 ” ch £? can 


, OPEL TRUE 
Il ne s'agira plus que d'éliminer Q, ou plutôt Q entre 


ces deux formules, pôur obtenir l’équation définitive 
entreE ns 0 
En substituant au contraire aux différences 


leurs valeurs 





| T Y z 
on aurait trouvé 
ss 3 53 pit 3 3 
1 & 1 y 1 Z 1 x 1 y I Z 
ei Te MS OA TRE 
ah € b4 y Cradilf di a? £ by (A 4 


Si l’on coupe la double surface lieu des centres de cour- 
bure de l’ellipsoïde par les trois plans coordonnés, on ob- 
tiendra sur chacun de ces plans deux courbes distinctes. 
Cherchons en particulier les courbes d’intersection de la 


double surface dont il s’agit avec le plan 2Y en faisant 
É — 0, ce qui entraîne nécessairement z—0. Pour trou- 
ver ces courbes on déterminera d’abord les deux valeurs 
de Q que fournit l'équation 


JR, pt, | SAS 
ne (a: —à) p (5 0) ce? (ee L 3) 


quand on y suppose z—0o; or on peut alors satisfaire à 
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æette équation, soit en prenant €? — Q — 0, ce qui rend 


le dernier terme du premier membre indéterminé, soit 
en posant 


Ru 28e ADN MAL 20: 
1 


Dans le premier cas on aura 


CES 
| 


ré b2 C2? 
we x : ; 
en substituant ces valeurs de 2° 5 dans l’équation de l’el- 


“CNE 1 33 AE 
lipsoïde, et supprimant le terme — , on a définitivement 
€ à 
pour première courbe d’intersection l’ellipse 
a?£2 b?y? 
AT MS Sens eu pe me 
(a? — c?}? (b? — c?} 


Pour obtenir la seconde il faudra combiner entre elles 
les deux équations 


md 
ca 


RE LE 10 
+ —0 
0e SO EA AIRE 2 y 


On tirera de ces dernières 
x à us aË a 3 DE by 
(£) Tab \b)] 7 b—a?? 


ou, en faisant pour abréger 


a? — b? a? — b? £ ai y + 
SON gt TE TT + p — £ VE 
ne en se (ee () 


2 
En substituant ces dernières mu Ru de — ue dans l’é- 
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E , . e . L Z 
quation de l’ellipsoïde , puis effaçant le terme —, ontrou- 
C 


vera pour l'équation de la seconde courbe cherchée. 


La 3 y 5 
(a) +5) =" 


Donc cette seconde courbe ne sera, comme on devait 
? i r ” , ° æ? Y* 
s’y attendre, que la développée de l’ellipse ms F7 — 


201. Considérons une courbe quelconque tracée sur la 
surface que représente l’équation u —0, et considérons que 
par la tangente à cette courbe au point (x, y, z) on fasse 
passer une section normale, le rayon p du cérele osculateur 
à cette section normale correspondant au point (x, y, z), 
et les coordonnées £, n, € de son centre vérifieront les 





équations 
z—é . Ju #3 sales 
du: Fe dev OTEre DPI QMEST EE 
dx dy dz 
d’où l’on tire 
1 du | 1 du i du I 
Yes ms Te pe Re CN ES 
(i)z SG TS 7 Q dy’ A Q dz ? Î Q R 
Jet R sont d’ailleurs (n°186) déterminés par les équations 
P q 
du 
OQds2= dr d. Lane td » 


: du\’ {du 
VEUT) 
(à) + pi =) 
Si lon fait varier le point (x, y, z) sur la courbe donnée, 
le point (£, n, €) variera en même temps et décrira une 


seconde courbe correspondante à la première, et dont on 
trouverait les équâtions en éliminant x, y, z entre les 
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équations (1) et l'équation de la surface u — 0. Pour par- 
venir à connaître quelques-unes des propriétés de cette 
seconde courbe, différentions les équations (1) en faisant 


varier à la fois toutes les quantités qu’elles renferment : 
nous trouverons ainsi 





dr — dé = sr +E US 
he SAT +R dE. 
ttqtate te 
de = +(TR+RA à} 


Si, en ayant égard à la formule 
du du du 
mERROHR ES, 


on ajoute les trois premières de ces équations respective- 
ment multipliées par dx, dy, dz, on trouvera 


dx? + dy? + d2? — (dx dé + dy dy + dz d&) | 


I du du du\ 
= — | dxd.— 15:20 TX et 
Q ( L auto œ FAR 7e) ds?, 


et, par suite, 
dx dé + dy dy + dz d£ = 0. 


Si, au contraire, on ajoute ces équations respectivement 
nee du du du È 
ipliées par —, —, —, on trouvera 
P P drdy" ds 


dt : du du du du du 
d, Ed mr —— — +ed 4 d,— 
Le LT 1#+° at) (= net Hi 7 


“le PORC 
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et l’on en conclura 
du du du 
— d — d — dé = ZE Rd 
ne A + dd = +R; 
ou, ce qui revient au même, 


du . 
dé + , d TE dû de 


R RTE Has AT 1/2 a 


Enfin, si en appelant 7, m, n les angles que la perpendi- 
culaire au plan de la section normale fait avec les axes, 





et en ayant égard aux équations 


cos / dx + cosm dy +- cosn dz = 0, 
“ht du ra du à du. 
COS £ — COS =—— COS 7 RES 
dx dy à 
on ajoute de nouveau les mêmes équations respectivement 
multipliées par cos/, cosm, cosn, on trouvera 


# 


cos / dë + cosmn dy + cos n dû 


du d - du\ 
=t— : SLA RUE —+ cos dr, _ cord) 


202. Reprenons les trois équations 
PR TP 


pee + D dû dp 


D à à 2 19 ere + Ar à ES RESEEr 20 
R Fr dy + dé: V/ de + dy +d{? 
cos / dé + cosm dy + cos n dû 





d d d 
= — Rosa + cos mn d. re + cos d. TE) : 


la première exprime que les tangentes menées à la pre- 
mière et à la seconde courbe par les points correspon- 
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dants (x, y, z), (£, n, €), comprennent toujours un 
angle droit; la seconde fait voir que le cosinus de l’angle 
formé par la tangente à la seconde courbe avec la nor- 
male à la surface est équivalent, au signe près, au rapport 
entre la différentielle du rayon de courbure et la différen- 
tielle de l’arcde la seconde courbe. Enfin, si la courbe don- 
née coïncide avec une ligne de courbure, on aura (n°196) 


d d lue 
cos! d. + cos AT + cos nd. = 0 


et la troisième équation, réduite à 
cos/ dé + cosm dy + cosnd£ — 0, 


prouvera que la tangente à la seconde courbe sera com- + 
prise dans le plan normal qui renferme la tangente à la 
première ; et, comme d’ailleurs ces deux tangentes se cou- 
pent à angle droit, on conclura que la tangente à la seconde 
courbe coïncide avec la normale au point (x, y, z). A 
raison de cette coïncidence, le cosinus que représente le 
premier membre de la seconde équation se trouvera ré- 
duit à + 1, et l’on aura 


VAE + dy + dE? = de = E à, 
ç étant l’arc de seconde courbe; il suit de cette dernière 
équation que, dans le cas où la première courbe est une 
ligne de courbure, l’arc compris entre deux points de la 
seconde courbe est équivalent à la différence des valeurs 
de p qui correspondent à ces deux points ; et comme dans 
ce cas le rayon de courbure p est précisément la partie de 
la tangente à la seconde courbe qui se trouve comprise 
entre cette seconde courbe et la première, il sera vrai de 
dire que la seconde courbe fait, à l’égard de la première, 


l'office de développée. 


net Ça 
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Des surfeces qui sont osculatrices l’une de l’autre en un point qui leur est . 
commun. — Sur les divers ordres de contact des surfaces courbes: 


203. On dit que deux surfaces sont osculatrices l’une 
de l’autre en un point qui leur est commun lorsqu'elles 
ont en ce point, non-seulement le même plan tangent ou 
la même normale, mais encore des sections principales 
comprises dans les’ mêmes plans normaux, et les mêmes 
rayons de courbure principaux dirigés dans les mêmes 
sens. Alors le contact qui existe entre les deux surfaces 
prend le nom d’osculation. Concevons que, dans le même 
cas, on mène par le point commun aux deux surfaces un 
plan quelconque normal ou oblique : il coupera ces deux 
surfaces suivant deux courbes qui auront nécessairement 
le même rayon de courbure : car d’une part, les rayons 
de courbure des sections normales ne dépendent que des 
rayons de courbure principaux et de la direction de la 
tangente à la section normale; de l’autre, les rayons de 
courbure des sections sbitees sont On déter- 
minés quand on connaît le rayon de courbure de la sec- 
tion normale correspondante et l’angle que font entre 
elles ces deux sections : or ces quantités dont dépendent 
les rayons de courbure sont évidemment lés mêmes pour 
les sections faites par un même plan dans les deux surfaces 
osculatrices. Cela posé, comme en appelant 9 l'angle de 
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la section normale avec la section oblique, le rayon de 
courbure de cette dernière section est donné par l'équation 


cos à r COS ? æ + 2 $ COS & COS 6 H- £ cos? & 


pm + VP+g Hi + 9 +1 








y 


il faudra nécessairement que le second membre de cette 
dernière équation reste invariable dans le passage de la 
première surface à la seconde pour toutes les valeurs des * 
angles &, 6, y que fait avec les axes la tangente à l’une 
quelconque des sections faites dans la surface : or cette 
tangente étant située dans le plan tangent ou perpendi- 
culaire à la normale, on aura 


p cos & +- q cos6 == cosy; 


d’où l’on tire, en substituant pour cosy sa valeur dans 
l'équation 
cos? æ — cos? GHcos’y—=Tt7, 
COS ? & + cos ? + (p cosa + q cosé} — 


Il faudra donc que pour toutes les valeurs de &, 6, pro- 
pres à vérifier cette dernière équation, l'expression 


r COS? & + s cos z cos 6 + £ cos? 6 
VP+g+i 





ne change pas de valeur. D'ailleurs les deux surfaces se 
touchant par hypothèse, les quantités p et g, et par suite 
le dénominateur L/p°+g°+1, ne varieront pas dans le 
passage de l’une à l’autre; il faut donc qu’il en soit de 
même du dénominateur 





r COS? & H 25 cos z COSG H- £ cos?C. 


Or ce numérateur se réduisant , lorsqu'on suppose 
co0S6 — 0, au produit r'cos’x, et lorsqu'on suppose 
cos & — 0, au produit £ cos” 6, il est évident queles deux 
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quantités r'et £ ne doivent pas changer de valeur dans le 
passage dont il s’agit, et que par suite il doit en être de 
même de la quantité s. Si donc on remarque que p, q, r, 
s, t, sont précisément les dérivées partielles du prémier et 
du second ordre de la valeur de z fournie par l’équation 
de la surface dans le cas où l’on considère x et y comme 
variables indépendantes, on arrivera au théorème sui- 
vant : | | 

204. Pour que deux surfaces représentées par deux 
équations entre les coordonnées rectangulaires x, Y F4 
soient osculatrices l’une de l’autre en un point donné, il 
faut que les six quantités 


dz dz d?z d?z ? d?z 


D 5 mem nu Emme à a Eee 
M de 7 dy” PAR dxdy ? dy?? 
conservent, pour le point commun, dans le passage de la 
première surface à la seconde, les mêmes valeurs numé- 
riques et les mêmes signes. 


Réciproquement, si pour des valeurs données de x et 
de y ces six quantités ne varient pas dans le passage d’une 
première surface à une seconde , ces deux surfaces seront 
osculatrices l’une de l’autre. En effet, il est d’abord évi- 
dent qu’elles auront un point commun, et en ce point un 
même plan tangent; de plus, de l’équation 


EL 


cos d r COS? æ = 25 COS & COS & H- £ cos? 6 


PROS RE CREER EE Le AU ENRRERSEE APERREE Na 
2 





P Vp+g +1 
on conclura que si l’on coupe ces deux surfaces par un 
plan quelconque normal ou oblique, les deux courbes d’in- 
tersection auront le même rayon de courbure; enfin, 
puisque les équations qui donnent les rayons de cour- 
bure principaux et les directions des sections principales 
dépendent des seules quantités p, q, r, s, t, les deux sur- 
faces auront les mêmes rayons de courbure principaux 
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correspondants aux mêmes sections principales, et par 
conséquent leur point de contact sera un point d’oscula- 
tion. Toutefois cette conséquence ne serait pas rigoureuse 
si la valeur de p donnée par l'équation 


cos à T COS & + 25 COS & cos 6 - £ cos? C 


UE VP + +i 





se présentait sous une forme indéterminée, ce qui arri- 
verait si les valeurs des ‘quantités p, q, r, s, t, ou de 
quelques-unes d’entre elles devenaient infinies; et, dans 
ce dernier cas, les deux surfaces, sans être osculatrices 
l'une de l’autre, pourraient fournir pour le point com- 
mun des valeurs égales des dérivées p, q, r, s et t. 
Corollaire 1°. Pour qu’un point dans lequel les deux 
surfaces se touchent devienne un point d’osculation, il 
suflit évidemment que dans le passage d’une surface à 
l’autre la courbe du second degré tracée sur le plan tan- 
gent, et dont les rayons vecteurs sont égaux aux racines 
carrées des rayons de courbure des sections normales, ne 
varie pas. Or, une courbe du second degré est compléte- 
ment déterminée quand on connaît le centre et trois 
rayons vecteurs menés du centre à trois points de la 
courbe. De plus, étant donné le rayon de courbure d’une 
section faite dans une surface par un plan oblique, on en 
déduit immédiatement, à l’aide du théorème qui lie les 
rayons de courbure des sections obliques aux rayons de 
de courbure des sections normales ou de l’équation 
p=p"cosd, le rayon de courbure de la section normale qui 
a même tangente, et par conséquent l’un des rayons vec- 
teurs de la courbe ci-dessus mentionnée. Donc, pour 
qu'un point dans lequel les deux surfaces se touchent soit 
un point d'osculation, il faut et il suffit que trois plans 
menés arbitrairement par ce point-coupent les deux sur- 
faces suivant des courbes osculatrices l’une &e l’autre; ce 
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qui arrivera , par exemple, si les rayons de courbure des 
sections faites dans la première et dans la seconde surface 
par des plans parallèles aux plans coordonnés sont égaux 
et dirigés dans le même sens. 

Corollaire 2%, Soient maintenant u = 0 et’ = 0 
les équations des deux surfaces courbes, u, # désignant 
des fonctions des coordonnées rectangulaires x, y, z 
Si l’on différentie deux fois la première de ces équations 
par rapport aux variables indépendantes x et y, on cb- 


tiendra 
du du as du du 


A TT , Tr N° LE 
d?u  d°U , du du 
SAN pm + P Er PAIN 
d?u d?u d?u d?u du 
Li PP Ga Tia PI EEE 
io d?u , du du 
an at no 
on en as 
du du 
dx ANA 
LUS PERTE Ron HAT 
dz dz 


d?u /du\° d?u du du Ve 2 
a (de) TP LENS Are di Nas 





PV du\° à 
Ca) 

d?u /du\? d'u dudu  d’u‘du du. d’u du du 

an (a) Hd du dé aude àj de Nid de 
Ba Sn ce tn EC CSS 

(æ) 

d'u {du\° d?u du du . d?u f/du\° 

ph CEE 


 { du \3 
dz 
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Cela posé, pour que les deux surfaces soient osculatrices 
l’une de l’autre au point commun (x, Ÿ Z), Ou, ce qui re- 
vient au même, pour que les valeurs dep, r,5,t, déduites 
des équations de ces surfaces, ne varient pas dans le pas- 
sage de l’une à l’autre, ou quand on remplace u par », il 
sera nécessaire et il Nffiie que les coordonnées x, y, z 

du point commun aux deux surfaces vérifient la formule 





du d°u du du “D ‘u du du  d°?u dudu  d?u du du 
(a) = rare ardsdrds ut) “æ 3 (à Ne E dydzdx ds  drdsdydz dd 
dy\°? d'y dv dv d°yf/ dy\ Por DO LOVE PNCESEN {dv d°y dv dv d°v ddp  d°v ds dv 

dx° HONE 'hois dx * PU RL) dxdy ) ar dy dz dy di | drdrd ds | ds: dx dx 


110 cast (o) (x) _()_(e) 
Ur) raspate().(@) (@) C0) 


Cette formule équivaut à cinq équations distinctes, et 
puisqu'elle doit subsister quand on échange entre eux les 
axes des x, des y et des z, il sera permis de remplacer 
l’une des tétons au elle ET par exemple la se- 
conde, par celle qu’on obtiendrait en substituant dans la 
première la lettre y à la lettre z; donc pour que les deux 
surfaces soient osculatrices en un point commun (Re 4 à 
il est nécessaire et il suffit généralement que les coordon- 
nées de ce point vérifient la formule 


8 d'u du du | 
GG) OO) D -ee re) 
dy\° dv dy dy a 

GG) 4) mi (a) eee (à) 
d°u du da} d°u du du . 
ea) rene 2) | and + a (x) 
mi ( Te) — ? drdz à & (ST E) ? drdy dx à D 4} 

205. En résumé, le contact FT second ordre d’une 


surface avec unt première surface donnée en un point 
(x, y, z), exige que l'équation de la seconde surface satis- 
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fasse à six conditions; dès-lors, puisque l'équation géné- 
rale d’une sphère ne renferme que quatre constantes dont 
on puisse disposer, savoir, son rayon et les trois coordon- 
nées de son centre, et que ces quatre constantes ne suf- 
fisent pas pour satisfaire à six conditions, il en résulte 
qu'il n'existe pas en chaque point d’une surface donnée 
de sphère osculatrice, ou qui ait avec cette surface un 
contact de second ordre, au lieu qu'il y a toujours un 
cercle osculateur pour chaque point d’une courbe à à simple 
ou à double courbure. 

On peut assigner une raison plausible de cette différence : 
le caractère propre de la sphère, c’est que sa courbure est 
la même dans toutes les directions autour de l’un quelcon- 
que de ses points, tandis que pour une autre surface cette 
courbure varie généralement d’une direction à l’autre; 
il ne pourra donc pas arriver que les rayons de courbure 
des sections faites dans la sphère et dans la surface soient 
égaux, si cen’est dans certains cas particuliers, par exemple 
si le point que l’on considère sur la surface est un ombilie. 

L'équation générale de la surface d’un ellipsoïde con- 
tient neuf coefhicientis constants ; si donc on donne un 
point M sur une surface donnée, on pourra toujours dé- 
terminer une infinité d’ellipsoïdes qui seront osculateurs 
de la surface en ce point. | 

206. Considérons plus généralement deux surfaces qui 
se touchent en” un point donné M. Si par ce point on 
mène un plan normal aux deux surfaces, les deux lignes 
d’intersection seront tangentes l’une à l’autre, et auront 
entre elles un contact d’un certain ordre, cet ordre pou- 
vant du reste demeurer toujours le même ou changer de 
valeur avec la position du plan normal. Le nombre qui 
représente l’ordre de contact des deux lignes quand il 
est invariable, où sa valeur minimum dans le cas con- 
traire, sert à mesurer ce que l’on appelle l’ordre de con- 
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tact des deux surfaces. Soit & cet ordre, et P, Q les points 
où les courbes d’intersection normale prolongées dans un 
certain sens, $ont rencontrées par un arc de cercle décrit 
du point M comme centre avec un rayon très petit dési- 
gné par 2. Si l’on considère ce rayon comme un infini- 
ment: petit du premier ordre, la distance PQ variable 
avec.la position du plan normal sera elle-même une 
quantité infiniment petite d’un ordre marqué per un 
nombre constant ou variable dont a+ 1 représentera la 
valeur unique ou la valeur minimum. 

Concevons maintenant que par le point P situé sur la 
première surface on mène une sécante qui forme, avec le 
plan tangent aux deux surfaces, un angle 5 sensiblement 
différent de 6, et rencontre la seconde surface en S. On 
démontrera, comme nous l’avons fait quand il était ques- 
tion de deux courbes qui se touchent, que la distance PS 
sera un infiniment petit du même ordre que PQ, et la 
distance MR du point M à la sécante PS un infiniment 
petit du premier ordre, et l’on déduira immédiatement 
de cette remarque les propositions suivantes. 

207. Taéorème 1%. L'ordre de contact de deux sur- 
faces qui se touchent en un point donné M est inférieur 
d'une unité à la valeur unique ou à la valeur minimum 
du nombre qui représente l’ordre de la distance infini- 
ment peute comprise entre les points P et S où elles sont 
rencontrées par une sécante qui forme un angle sensible, 
avec le plan tangent commun à cés deux surfaces, lors- 
qu'on considère la distance du point de contact à la sé- 
cante dont il s’agit comme un infiniment petit du premier 
ordre. » 

Laéorève 2"°, Lorsque deux surfaces ont entre elles 
un contact de l’ordre a, tout plan normal ou oblique qui 
forme unsangle sensible avec le plan tangent commun à 
ces surfaces , les coupe suivant deux courbes Œui ont éntre 

Tr: 26 ? 
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elles un contact de l’ordre a, ou d’un ordre supérieur à 
a; l’ordre de contact des deux courbes pourrait même de- 
venir infini si elles se confondaient l’une avec l’autre. 


Taéorème 3°. Pour obtenir l’ordre de contact de deux 
surfaces qui se touchent en un point où le plan tangentn’est 
pas parallèle à l’axe des z, il suffit de mener une ordonnée 
dont la distance au poînt de contact soit un infiniment 
petit du premier ordre, et de chercher la valeur unique 
où la valeur minimum du nombre constant ou variable 
qui représente l’ordre dela portion infiniment petite 
d’ordonnée comprise entre les deux surfaces ; cet ordre ou 
cette valeur minimum , diminuée d’une unité, indique 
l’ordre du contact. 


Corollaire 1°". Soient 


2=f (x, X); 2 —F(x »Y)s 


les équations des deux surfaces, elles auront un poini 
commun, et en ce point lemème plan tangent; si l’on a 


pour ce point 


Ar ; df{x, dE(x,7, 
fa)= ren), EDEN, Pr 0), 


et si l’on considère la distance VW Ax° + Aÿy* comme infi- 
niment petite du premier ordre, l’ordre de la quantité infi- 
_niment petite F(x+Ax, y+Ay)— f(x+4Ax, y+A”r), 
ou sa valeur minimum $surpassera d’une unité l’ordre de 
contact des courbes. | 
Corollaire »"°. Si les deux surfaces se touchent en un 
point de l’axe des z, mais de manière que le plan tangent 
ne passe pas par cet axe, il suflira, pour déterminer 
l’ordre du contact, de chercher le nombre qui indiquera 
l’ordre de la différence F(x,y)—f(x,y), en considé- 


rant'les deux variables x, y comme des infiniment petits 
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du premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une 
ünité. On reconnaîtra de cette manière que les surfaces 
z—%? #7, zx +7, ZT HN z — J y, 
ont entre elles, à l’origine, un contact du premier ordre, 
tandis que les surfaces z2= x"+ y", z= xt pr, 


4 


k 
ont uñ contact de l’ordre #1, et les surfaces z—x+7, 


ë& > 
3—=x+y", un contact de l’ordre 7. 
Corollaire 3"°, En conservant les hypothèses du pre- 
hier corollaire, et posant Ax = adx, Ay = «dy, 


Ex + adx, y + ady) — f(x + cdx, y + ady) = o(a«), 


la différence F(x+Ax, y +Ay) — f(x+Ax, y; +Ay) 
deviendra O(x), et puisque, en supposant que & est un 
infiniment petit du premier ordre, cette différence doit 
être un infiniment petitde l’ordre a+ 1, dans le cas où, 
comme nous le supposons, les deux surfaces ont entre 
elles un contact de l’ordre a, on aura , en désignant par 
n le nombre entier égal.ou immédiatement supérieur à a 


(0) — 0 v'(eo)=0,:2:..%@ {M {0o) —0o, 


et g(+9) (a) sera la première des fonctions dérivées de o (æ) 
qui cessera de s’évanouir avec &. On a d’ailleurs, comme 
ont l’a vu, 


P(o)}=F(æ, 7) —f(x;r), 2'(o)=dF(x, y) —df(x, y), 
Q{){o) = d'F(x,y)— d'f(x, x), 
@ F1) (o) — dt: F(æ, y) d'E f(x, x); 


les coordonnées du point de contact des deux surfaces sa- 
tisferont donc aux équations 


F(x, y) = J(æ, 7); dE(aifietd (2,27) 
dE y) des y); 
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ou, Ce qui revient au même, aux équations 

















PAF: ART RAI df 
F(x,y)=/f(x3 7); et A0 E di DRE 
d'F 2E dF d2f:403 
? lxd dy? = dx? 
dx? 4 Ne 77700 Ha dy ? 4 dx 
df f 
dxd dy? 
F7 Zrdy hu AT E, 
d'E n'dfE d'F dif 
AE n LES. n°1 LA rs nes d. R 
art : LRU OA Dr AT Re FE ayr dar 
MOT Le à d" f 
ep S d nT3 d d LES 
di Fans dy ci CA 3.51 dy" à; 


Ces dernières formules devant subsister quelles que soient 
les valeurs finies attribuées aux différentielles dx, dy, en- 
traîneront évidemment les suivantes : 


dE. df dE 4. 
He nie), EM ER f 


dx dx’ dy dy’ dx dx? 
dE df dF df 


dxdy  dxdy’ dy? dy 1” 


te 10! s-je 1e 15 0 :e! © 10,0, © e_.#2106 es 1e 18 /e Je 016. 0e + ele, e /s ele ve 9e CN 


PE DRE Éd COR M Le MOVE UE d'en 
der der? dr dy de" dy" dxdy"" dxdy"i? 
d'Étidef 
Did 


Par conséquent, lorsque deux surfaces se touchent en un 
point où le plan tangent n’est pas parallèle à l’axe des z, 
non-seulement, pour le point dont il s’agit, l’ordonnée z 
censidérée comme fonction des deux variables indépen- 
dantesx,y,maisencoresesdifférentielles dz, dz... d"12, 
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| Me j ddr 44 ?2e1,d?3 ! d?s 

«d"z'et ses dérivées partielles —, —, ——, ——;, —— ,.. 
de dyiaidr, dxdy ::.dy? 

jusqu’à celles dont l’ordre coïncide avec le nombre entier 

égal ou immédiatement supérieur à l’ordre du contact, 

conserveront les mêmes valeurs dans’le passage de la 


première surface à la seconde. 


Corollaire 4". Lorsque le plan tangént commun aux 
deuxsurfaces n'étant pas parallèle à l’axe des z, Pordre du 
contact est un nombre entier, il suflit, pour le déterminer, 
de chercher quelle est la dernière des équations 


Fe n)=f er); dE(a)=df(e,p), d'F(e,7)=d°f(e,9).. 
d'E(x, jy) = d'f(x, 7}, 


qui se trouve vérifiée pour le point de contact, indépen- 
damment des valeurs attribuées aux différentielles dx, dy 
des variables indépendantes. L'ordre des différentielles 
“totales comprises dans cette dernière équation sera préci- 
sément l’ordre demandé. 

Corollaire 5°. Si le plan tangent commun aux deux 
surfaces devenait parallèle à l'axe dés z, il faudrait, dans 
les corollaires qui précèdent, substituer l’une des varia- 
bles x, y à la variable z. Ainsi, poummontrer que les deux 
surfaces z—x%(i _ POLE => a (1 — Po qui touchent 
à l'origine levplan yz ont en ce point un contact du 
second ordres il suüflira d'observer que leurs équations ré- 





- 3 
4 à 3 
solues par rapport.à x prennent les formes +2 — — : 
LES 
24 Jus z4 z2 
z=— >, ebwque la différence —=—, — ——— est un 
177% | Esoe  4H I — T2 


infiniment petit du troisième ordre, quand. on considère 
y et z comme des infiniment petits du premier® 

On peut d’ailleurs choisir toujours pour axe des z un 
axe qui ne Soit pas parallèle au plan tangent mené par le 
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point de contact des deux surfaces. À l’aide de cette re- 
marque jointe à la définition des deux surfaces oscula- 
trices, on conclura généralement que deux surfaces qui 
ont entre elles un contact du second ordre ou d’un ordre 
plus élevé sont osculatrices l’une de l’autre, et récipro- 
quement que deux surfaces osculatrices ont au point d'os- 
culation un contact du second ordre ou d’un ordre supé- 
rieur àu second. 
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Des surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant dans l’espace, des 
lignes droites ou courbes de forme constante ou variable. 


205. Considérons une ligne droite ou courbe représen- 
iée par deux équations qui renferment avec les coordon- 
nées rectangulaires x, y, z; déux paramètres ou constan- 
tes arbitraires c et c,; si l’on résout ces équations par 
rapport aux constantes dont'il s’agit, on en tirera u = c, 
p —= c,, uet v désignant deux foncüons des variables 
x, Y, z. De plus, si l’on attribue successivement aux cons- 
tantes cet c, une infinité de valeurs arbitrairement choi- 
sies, la ligne représentée par les équations LC IH CR, 
changera de position, souvent même de forme, sans dé- 
crire aucune surface déterminée ; mais si l'on établit 
entre € et €, une relation quelconque, si l’on suppose, 
pour fixer les idées, c, —o(c), o(c) désignant une fonc- 
tion de la constante &, les équations w# = c, » — p(c) re- 
présenteront une ligne dont la forme et la position seront 
complétement déterminées pour chaque valeur particu- 
lière de la constante c. Donc si l’on attribué successive- 
ment à cette constante une infinité de valeurs, la ligne en 
question se mouvra de manière à engendrer une certaine 
surface dont l'équation sera # =œ(u), ou ce que lon ob-. 
tient quand, entre les deux équations de la courbe, on éli- 
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mine la quantité c qui seule varie d’une courbe génératrice 
à l’autre, La règle générale, pour trouver l'équation de la 
surface engendrée par les positions saccessives dela’courbe, 
est donc très simple. Il faut, 1° résoudre les équations de 
la génératrice par rapport aux deux paramètres variables 
cetc,; 2° exprimer que l’un de ces paramètres est fonc- 
tion de l’autre ; 3° éliminer les deux paramètres en substi- 
tuant pour chacun sa valeur en x , y, z tirée des équations 
de la génératrice. Il importe de remarquer que la courbe 
donnée uw = c, v—c, ne devient proprement génératrice 
qué du moment où les deux constantes sont liées Pune 
avec l’autre. 


1* Exemple : On demande l’équation générale d’une 
surface cylindrique, c’est-à-dire d’une surface engendrée 
par le mouvement d’une droite qui reste constamment 
parallèle à elle-même. Si l’on nomme &, 6 , les angles 
constanis que doit former cette droite prolongée dans un 
certain sens avec les trois axes des coordonnées positives, 
et Los Vos Zo les coordonnées variables d’un de ses points, 
ses équations seront 


D Lo 1 RTE e NN Er En 
er de MUR gt ’ 
COS & cosé cosy 





ou 


XCOSÉ — y COSæ = X9COSÉ — FoCOSaæ—C, 
ZX COSy —- 2 COSæ == XoC0SY — Z0C0S& == Cr, 


c, ©, désignant, pour abréger, les constantes arbitraires 
XCOS6 — Y9C08&, X9C0$y — Z,COS&. Si l’on attribuait 
aux constantes c et c, une infinité de valeurs sans établir 
entire elles aucune relation, la droite 


TCOSÉ — y COS & CC, &COSy —ZCOSæ—C;; 


pourraitse mouvoir de manière à remplir successivement 
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tout l’espace; mais si l’on suppose c, =o(c), les équations 
ZCOSG — y COSa—C, xCOSy — 20C0S « — P(c), 


représenteront la génératrice d’une surface cylindrique 
qui aura pour équation 


æ COS y — y CoSæ —@(x COS6 — y cosæ). 


On aurait pu prendre, pour représenter la génératrice, les 
deux équations 


x+ my +nz=c, lLx+m,y + n:z2=c, 
et l'équation de la surface cylindrique aurait été 
Lx +m y +n:z—=@ (lx + my + n2). 


On voit par ce qui précède que pour obtenir l'équation 
finie d’une surface cylindrique , il suffit d'établir une rela- 
tion quelconque entre deux fonctions linéaires des varia- 
bles x, y, z. 

2% Exemple : On demande l'équation générale d’une 
surface conique, c’est-à-dire d’une surface engendrée par 
une droite mobile qui passe constamment par un point 
donné. Appelons Los Vor Z0 les Coordonnées constantes 
de ce point qu’on appelle le sommet du cône, «;, 6, y les 
angles variables formés par la génératrice avec les axes; 
les équations de cette génératrice seront 





% « p 
Elo Yo. ro 
cosæ 7  cosG x cosy | 
ou 
Y—To __ cos 2e, 0 COS Yes | 4 
VIe LE Re OT, Ho), 


et la surface conique aura pour équation 


 ; : 
3 — Zo Fe 7 0 RS A+ 
= e (22e), : late —2)e( 22) 


L—Lo L—ZLo TX — Lo / 
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cette valeur de z — z, est précisément celle que lon ob- 
tiendrait en égalant à o une fonction homogène quelcon- 
que des trois différences x—x,, ÿ—7Y9, 2—2,. Si l'on 
prenait l’origine pour sommet de la surface conique , on 
aurait 


LS | Ce 


et pour obtenir l'équation de la surface conique, il sufh- 
rait d’égaler à o une fonction homogène quelconque des 
variables x, y, z. 

3° Exemple : On demande l’équation d’une surface 
conoïde engendrée par une droite mobile qui passe cons- 
tamment par un axe donné, en demeurant perpendicu- 
laire à cet axe. Si l’axe dont il s’agit coïncide avec l’axe 
des z, les deux équations de la génératrice et l’équation 
de la surface conoïde seront 


AC, z —@(c), s=0(2), 


en sorte que l’ordonnée de cette surface se trouvera ex- 
primée par une fonction homogène de x et de y du degré 
nul. 

Supposons maintenant que l’axe de la surface conoïde 
coïncide avec une droite menée par un point donné, 
Yo» Zo> de manière à former avec les axes des angles *, 
6, y. La génératrice de la surface pourra être considérée 
comme produite par l'intersection de deux plans mobiles, 
dont l’un passerait constamment par l'axe de latsurface, 
tandis que l’autre serait perpendiculaire à cet axe. Nom- 
mons À, pm, v les angles que fait avec les axes-la perpen- 
diculaire au premier plan son équation sera 


(x —x4) COS À + (Y — Yo) COS + (3 — 20) COSY = 0: 
Les angles À, x, v satisferont de plus à la condition 


COSæ COSA —- COSG COS + COSy COSY == 0, 
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De ces deux équations réunies on tire 


COS À de COS #e 
(7 —T0) COSy — (2— 20) coSC 7 (2—2) cg 2 — (x — x) cosy 
Lt cosy 
(FT) COS y — (Z—Z0) COS té COS A ds 


(T—%o) COS Y— (2 —%o) COSæ  : COS | 








L'équation du second plan ponUdieire à l’axe sera 
évidemment de la forme 


Z COS® + Y COSÉ + z COsy == C; ; 


LS 
de sorte qué les équations de la génératrice et de la sur- 
face conoïde seront 
(Y —Y0)C08Yy—(2— 2) cose 
(x—%o) COSy—(z— 230) cosæ 
x CoSa + y cosé + z cosy — p(c), 


(Y — Yo) COS y —(2— 720) cose | 
(x —xo) COS y —(z— 7) COS& 


? 


TCOSæ + Y COSC + z cosy — D 


4e Exemple. Concevons que l’on demande l'équation 
finie d’uné surface de révolution, on pourra prendre pour 
génératrice de cette surface une courbe plane tournant . 
autour d’un axe nommé axe de révolution et situé dans 
le plan de la courbe, ou, ce qui revient au même, un 
cercle dont le rayon serait variable, mais dont le plan 
resterait toujours perpendiculaire à l'axe dont il s’agit, 
et dont le centre serait situé sur ce même axe. Cela posé, 
admettons d’abord que l’axe de révolution coïncide avec 
l’axe des z, les deux équations du cercle générateur se- 
ront de la forme 


Dante Nana): 
el, par suite, l'équation de la surface de révolution sera 


a Q(x? +?) 
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Si l’axe de révolution coïncide avec une droite menée par 
un point donné %,, Yo» Zos de manière à former avec les 
demi-axes des coordonnées positives des angles &, 6, y, 
le cercle génératêüur sera évidemment la courbe d’inter- 
section d’une sphère qui aura pour centre le.point x, 
Vos Zo» et d’un plan perpendiculaire à l’axe de révolu- 
tion ; les équations de ce cercle et l’équation de la surface 
de révolution seront dès-lors 


x COSæ + y COSÉ + z COSY = C, 


(x) + (r—70) + (2) = @(c); 
(x — 20) +(yr — Yo} +(z—20) = (eos a +y cos 6 + z COsy). 


209. On pourrait, en généralisant ces principes, faire 
mouvoir dans l’espace des lignes tellement choisies, que la 
construction des surfaces engendrées par le mouvement 
de ces lignes dépendit de plusieurs constantes ou fonc- 
tions arbitraires. Considérons en effet une ligne droite ou 
. courbe dont les équations soient 


(RS, F:2:0, C1, 03...) 0, "NM 20, CCI 0 


et renferment avec les variables x, y, z, plusieurs para- 
mètres ou constantes arbitraires c, Cis Cas st 8 l'On EE 
tribue successivement à ces constantes. une infinité®de 
valeurs arbitrairement choisies , la ligne en question chan- 
gera dé position, souvent même de forme, sans décrire 
aucune surface déterminée, à moins que l’on n'établisse 
entre les constantes €, C1, C:,+ «.. des relations telles que 
la valeur de l’une étant donnée, les valeurs. de toutes les 
autres s’en déduisent, en posant, par exemple, 


ci =: (c), Citer 02, (C)S ca psc)... 


Pi Pas Pa»... désignant des fonctions de la constante c. 
Dans ce cas, si l’on atiribue successivement à cette cons 
iante une infinité de valeurs, la ligne en question semouvra 
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de manière à engendrer une certaine surface ; or, la forme 
et la position de cette surface dépendront évidemment de 
la nature des fonctions 9, %,.... que l’on peut choisir 
arbitrairement; et pour obtenir son équation, il suffira 
d'éliminer € entre les deux équations | 


* 


HP ao or (c), O2 (ec)... le 0? 
Ffz,7,2,c, Px (es Pa (ce). #:] pan 5 fr 


mais on ne pourra en général effectuer cette élimination 
qu'après avoir remplacé les fonctions arbitraires ®, 93, ... 
par des fonctions déterminées de la constante c. 

On pourrait faire dépendre les unes des autres plusieurs 
des fonctions @, 2, ®s,.... et prendre, par exemple, 
pour ®:; Ps, les dérivées successives de la fonction w,(c), 
en posant 2 (c) —<op; (c), ps(c)— 9; (c)..:. 

210. Lorsqu'une surface est engendrée par le mouve- 
ment d’une ligne droite ou courbe dont les équations ren- 
ferment une fonction arbitraire, on peut déterminer cette 
fonction de manière que la surface passe par une ligne 
donnée qui s'appelle alors la directrice. 

Soient toujours # = c,1— (c) les équations de la gé- 
nératrice, et f(x,Yy, z)=0, F(x;,7, z) =, les équa- 
ons de la directrice, ou, ce qui revient au même, les 
équations de deux surfaces qui la rénferment. Pour déter- 
miner la’ nature de la fonction +, il suflira d’assujétir 
chaque génératrice à passer par un point de la directrice ; 
la fonction + devra donc être choisie de telle sorte, que les 
quatre équations qui précèdent soient vérifiées simultané- 
ment par un système unique de valeurs de x, y, z: par 
conséquent la valeur de o(c) se déduira de l'équation 
produite par l'élimination des coordonnées x, y, z entre 
ces quatre équations. La nature de la fonction @(c) étant 
ainsi déterminée, l'équation w — o(v), qui ne renfer- 
mera plus rien d’arbitraire, sera l'équation de la surface 
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décrite par le mouvement de la génératrices’appuyant dans 
toutes ses positions sur la directrice donnée. 

211. Si l’on voulait déterminer la fonction o de manière 
que la surface füt circonscrite à une surface donnée, il 
faudrait chercher d’abord les équations de la ligne de con- 
tact des deux surfaces, et l’on procéderait ensuite, comme 
on vient de le dire, en prenant pour directrice la ligne 
dont il s’agit. Or, soit 4 —0 l'équation de la surface don- 
née; la normale menée à cette surface par un point quel- 
conque (x, y, Z) de la ligne.de contact formera avec les 
axes des angles dont les cosinus seront proportionnels aux 
du du du 
dx’ dy? di? 
née par le même point à la génératrice de lassurface 
forme avec lés mêmes.axes des angles dont les. cosinus 
(n° 156) seront proportionnels aux quantités 


dérivées partielles — tandis que la tangente me- 


do dæ do dw dv dw dv dw 


— — — — — — — ——— — — 


a de ds Ru AL TD QE ANR 
| do dw dv dw 


—, ee —— 


Mais puisque, par hypothèse, la surface décrite par la gé- 
nératrice doit être circonserite à la surface 4 = 0, la 
normale de cette dernière surface doit être perpendicu- 
laire à la génératrice! On devra donc avoir pour tous les 
points de la courbe de contact 

du 


du du 
Es a — = 
Le RER Le 


et les équations de cette courbe de-contact qui, dans 
l'hypothèse admise, M à la directrice -de la surface’ 
PACS r % 
W = U), seront ü —= © 0 Le À 
LA o( » ) + Q — dy À 
Quoique lon puisse ae: “D la forme de la fonc- 


tion 9 à l’aide de la méthode que noûs venons d’exposer, 
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on parviendra plus facilement à l’équation définitive de 
la surface qui a pour génératrice la ligne 

PER Coup (E)s 
et pour directrice la ligne 
Lara 0 SE (x, Ye 2) 0 


en procédant comme il suit. Désignons désormais par 
£, n, € les coordonnées courantes de la génératrice, et 
par V, W. ce que deviennent les quantités #, # quand on 
y remplace x, y, z par Ë, n, €; les équations de cette gé- 
uératrice deviendront V — #, W — 5. Or si l’on éli- 


mine x, y, z'entre les quatre équations 
fm 7:23) = "0, F(x, y; 2)=0; "V=w, W=w, 


on obtiendra une équation nouvelle qui renfermera les 
seules coordonnées £, n, €, et qui sera vérifiée pour un 
. , ? Ld e 4 
point quelconque de l’une des génératrices; donc cette 
équation sera précisément celle de la surface ci-dessus 
mentionnée. 
De même, si l’on élimine x, y, z entre les quatre 
équations 


Mio Ne in 2i0 


on obtiendra l’équation engendrée par la ligne » — o, 
w=; pc), et circonscrite à la surface u — 0. 

212. 1° Exemple : On demande l’équatien de la sur- 
face cylindrique qui aurait pour. directrice une courbe 
plane donnée par les équations | 


æcos à + ycosu+zcoss KR, F(x, y,z)—=0o; 


À, pm, v sont les angles que la perpendiculaire au plan de 
la courbe fait avec les axes. Les.équations de la généra- 
Ex n—7 _ Ê—z 


trice seront de la forme xà 5, "MEL C0 ap- 
cos « cos 6 cosy 
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pelant 9 l'angle de la génératrice avec la perpendiculaire 
au plan de la directrice, on aura 


cos À — cos + cO$ À + cos 6 cos + cosy cos». 
Des équations qui précèdent, on tire 


É—x _n—y  —z  (E—x)cos A+ (5—y)cosu+(Ë—z)cos » 
A a ——— a — ——— n *< - 
COSæ  COS6  CO8y  coS a cos A+ CoSC cos x —E COS y cos»? 


et par suite 


cos & 











TE — RÉ COS A + y cos w + É cos» —K), “. 
cos 6 

LA 1 ES AUE COS À + y cos # + É cos» —K), 
CoSy 

26 — RE COS A y COS pe + € cos» — K)); 


et en substituant les valeurs de x, V3 z dans l'équation 
F(x;7; z)=0,onobtiendra pour l’équation de la sur- 
face cylindrique 


COS « cos 6 cosy A 
F [EE eosa + ucosp + £cosv—K), ” cos Qté 08 A + etc.) — asp (Feas ete) | = 


Lorsque le plan de la directrice coïncide avec le plan xy, 
elle peut être représentée par deux équations de la forme 
3 = 0, F(x, y) — 0, et l’équa tion de la surface cylindri- 
que se réduit à 


COS y À COS y 


(EYE eos ES) 

F FOR RTS -PTPRDMIES NRTET  T — =, 0, 

Si la directrice devenait parallèle à l’axe des z, on aurait 
7F LL . ? - . 

a—6— -,7 —0, et la surface cylindrique se réduirait 
2 


à l'équation de la base : F(£, n) = 0. 
Concevons, pour fixer les idées, que la directrice soit 
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d æ? 2 2 ; ; ; : 
l’ellipse LE +T — 1, l’équation de la surface cylindrique 
sera 


(&cosy — C Le ONE cosy — € cos6 }? 


pr ES = COS y. 


ame Exemple. On demande l'équation d’une surface 
cylindrique circonscrite à uné autre surface donnée 


U = O. 


Pour obtenir son équation, il faudra, d’après ce que 
nous avons dit, éliminer x, y, z entre les quatre équa- 
tions 

du 


0 — CO PL “Nes DCR ES — 
u —= : — 
7 dx ï °° ra: @ 


Ex ny _ C—z 


COSæ  Ccos6 cosy 











Supposons que la surface u — 0 est l’ellipsoïde 


EN Me ape er 

on aura 
du SC du k 
OR TE 7 à CO RES Sy 
—* cosa+ ” cosC + one RU (eee oÿ 

a? b? c? a? b? c? 2 

8 æ 
eten réduisant, A leads ae 
a? b? ce” 


Désignons de plus par 2R celui des diamètres de l’el- 
lipsoïde qui sera parallèle aux génératrices du cylindre, 
les coordonnées de l'extrémité de ce diamètre seront 
Rcosæ, Rcos6, Rcosy; et, comme elles doivent vérifier 
l'équation de l’ellipsoïde, on aura 


cos 44 lcos26- : cosy i 
PTE b? c? R? ? 
à 
FN TS 27 
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et par suite 











COS æ cos6 COS y 
PUUT Dyce LER (ä— x) 2 + (arr) TE Res) ra 
cos COL + cosy cos &æ cos 6 cosy À 








a? b2 c? 


Er) E+6r) 24) S 


Écosæ  ycos6  Ücosy 
a? b? c? 
£a 1° @? 
ai TE EEE 
7 &cosæ ycos6  Z cosy? 
a? b? ce? 


Re 1 dr __ LL, (&cosaæ ycosé  Écosy\? 
le TE a? h b? pr c? ; 


Î 











pr 5054 ncosé  Ccosy 
La b? UC 


N 




















Telle est l’équation de la surface cylindrique circonserite 
à l’ellipsoïde. Pour lui donner une forme plus simple, 
M. Cauchy remarque que le plan tangent à l’ellipsoïde au 
point (x, y, z) a pour équation, en appelant X, Y, Z ses 
coordonnées courantes , 


(Ka + (Tr) + + (22) = 0, 
ou 

NANCY EEE PA AT I 

a d'a ie Re Te 


d’où l’on conclut, en ayant égard aux équations 


æ=Recose, y—Recosé, z—Rcosy, 


Xcosæ  Ycosé  Zcosy I 


a? b? C2. DER 





Supposons de plus qu’on mène une droite du centre de 
l’elhpsoïde à un point (£, n, €) pris sur la surface du cy- 
lindre circonscrit. Cette droite coupera l’ellipsoïde et le 
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plan tangent en deux nouveaux points(æx, y, z), (X, Y, Z); 
et si l’on désigne par r, s, & les distances du centre de 
l'ellipsoïde aux points (x, y, z);(£,n, €); (X, Y, Z), on 
aura évidemment : 


7 7 r LA t t 
ZX = — = — Z=— Ne d'—-e Pi = TS 
= & 1 as — C = & 62h AE 


et en substituant ces valeurs dans les équations 


x? N æ 72 X cosæ  Y cosé Z cos I 
+R +s=, T — 








a? b? c? a” 
il viendra 
RE os D Erin € cosy s 
pre ep? Va? b? c? } ire 


Ces dernières équations, combinées avec l’équation de la 
surface cylindrique circonscrite, la transformeront en 


I [ 
nt nue nt pr 
Telle est la forme la plus simple que puisse prendre l’équa- 
tion de cette surface. 
Si à l’ellipsoïde on substituait un hyperboloïde à une 
ou deux nappes représenté par l'équation 


l'équation de la surface cylindrique circonscrite à cei 
hyperboloïde serait, dans le premier cas, 


3 





Z 2 2 2 
y Z cos # y COS 6 cos 
Us cetgmes € d 
aie DD E Ver 0" ee 


et dans le second, 


COLE? MAR — , — R? (Eee 


\ 


n cosG  Ücosy\? 





—- 


a? b? c? 


27 
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Dans l’un et l’autre cas, la courbe de contact de l’hyper- 
boloïde et de la surface cylindrique serait plane, et son 
plan serait représenté par l'équation 


TCOSæ y COSS 


a? b2 ce? 


3 COS y 








Si l’on demandait l'équation de la surface cylindrique 
circonscrite au paraboloïde elliptique représenté par l’é- 
2 2 
k JT EURE i 
quation = += 27, On trouverait que le plan de la 


courbe de contact a pour équation 
L 2 PRE à: 
— COSæ — — COSe — — COS, 
a? b? C 


et que les coordonnées £ , n, €, d’un point quelconque de 
la surface cylindrique satisfont à la condition 


On tirera de ces deux équations, jointes à celle de la 
génératrice , | 
































Écosæ _ncos6 cosy £2 #2 C 
- É nds ES 2e LD 
Ex ny—7 C— 2 a b? É 42:40: C 
= —5 — = © = ——— 
COS æ cosé cosy cos24  cos?6 Écosæ  ycosG cosy 
a? b? a? b? c 
(Ecosæ  ncosé cosy? 
ÉTANNE Û hi b? c 
2 
a b c COS ?« cos ?6 
a? b? 


Si au lieu du paraboloïde elliptique on considérait un pa- 
raboloïde hyperbolique représenté par la formule 


2? ba 


lPéquation de la surface cylindrique circonserite devien- 


? 
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drait évidemment 





HT a? b? Lt 
— — — — 9 > — - 
a. b? c COS?4  cos?6 








a? b2 


Supposons énfin que l’on demande la surface cylindrique 
circonscrite à une surface du second degré représentée 
par l'équation 


Ax?+By?+-Cz+2Dyz+#2Ezx+2Fxy+2Gx+2Hy +21z=K, 


on trouvera que les coordonnées de la courbe de contact 
et de la génératrice satisferont aux équations 


(Az + Fy + Ez + G) cos & + (Fx + By + Dz + H) cosé 
+ (Ex + Dy + Cz + I) cosy — 0, 
(Az +Fy+Ez+ G)E£+ (Ex + By + D: +H)s 
+(Ex + Dy + Cs +I)é + Gr + By +Iz =K; 


et en combinant de nouveau ces deux équations avec celles 
de la génératrice, on aura enfin pour l'équation de la 
surface cylindrique demandée : 


AË2 + Bn2 + Cé2 + 2Dn£ + 2ECE + 2F En HG + 2Hn +214 —K 
__ [(AË+Fn+ EG cos a+ (FE + Bn+ Dé H)cos$ + (EË + Du +C£HL) cos 7]? 
7 A cos2a+ B cos 26 + Ccos27+2D eus €cosy + 2E cos cos x + 2F cosacos£ + 


213. Proposons-nous de faire passer par une directrice 
donnée une surface conique dont le sommet coïncide avec 
le point (x, Yos Zo). Les équations de la génératrice se- 
Ë—xo n—YJo _ C—2% 

doda cos à cosy ? 
trice doit toujours rencontrer la directrice en un point 
(x, y, z), on aura 








et puisque cette généra- 


Sa Lo 2 PT do LE TT 20 
coSæ  cosG ©: cosy ? 
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et par Suite 
É—Xo RE nt 4 PNA. 


L— Lo  Y —Ÿo 2 — Z 


Cela posé, si entre cette dernière formule et les équa- 
tions de la directrice on élimine x, y, z, l’équation ré- 
sultante qui renfermera seulement £, n, € sera précisé- 
ment celle de la surface conique. 


Exemple : Si la directrice est la courbe plane 
Axz+By +C:=K, F(x,7,2) =o, 
on aura 


E— to _n—Y0 _ C—20  A(Ë—x)+B(1 —70) HO — 20) 
to (X—Ÿo 2% K— (Axe + BY6 + C2) 6 


et par suite 
Àto + Byo + Czs —K 
AE 2) BG 7e) FC) ? 
ATo + BYo+ Co — K 
A(Ë— 2%) +B(1 —Y0)+C(É—20)’ 


n NT UNS Ato+-BYo+ Czo — K 
ie AN PRES) PRG ES 


T' = Lo —(Ë —%o) 





Y=To—(1 —T0) 


En substituant ces valeurs de x, y, z, dans l'équation 
F(x, 7, z) = 0, et posant 


A to + BYo + Czo — K 


ELEC ET | 


on trouvera pour l'équation de la surface conique 
F[zo—(£—xo)U, Jo—(1—Jo)U, Zo—(6—2o)U]—o:. 


Lorsque la directrice est comprise dans le plan xy et re- 
présentée par les formules z = 0, F(x, y) = 0, l’équa- 
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ion de la surface conique se réduit à 


F (= C— 207 YoQ er 3 Zof \ 


Re CRE, ner, 
20, ” L — 7% 
Concevons, pour fixer les idées, que la directrice soit 
9 ° D: 7 , K 1e 2 Le 
lellipse z = 0, —+— = 1, l'équation de la surface 
a? b? 


conique sera 


(mob 206) A CE ras ER Le 


Supposons maintenant que la surface conique doive être 
circonscrite à une autre surface u— 0; comme en chaque 
point de la courbe de contact des deux surfaces, la géné- 
ratrice de la première et la normale à la seconde se cou- 
peront à angles droits, les coordonnées x, y, z de cette 
courbe vérifieront évidemment les équations 

du du 


du 
pr (x — %) es 2 ra Lo UT) 0, 


= O, 


et pour obtenir l'équation de la surface conique, il ne 
reste plus qu’à éliminer x, y, z entre ces deux équations 
jointes à celles de la génératrice. 


Concevons ; par exemple, que la surface conique doive 


. : SIA EURE à 2? 
être circonscrite à l’ellipsoïde — PEN 1 Ha lonide- 
a b? c? ; 





vra avoir 
9 hi 
ARTE (— He id a GC Zo) 10}; 
et en réduisant 
BoE  FoY., 22 + 
a? b2 NE ns 


la courbe de contact sera une courbe plane, et en ayant 
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égard à cette équation, on trouvera 




















Poe Ko Eee de. Te sé : 
tn ni ne+t de 
tete Gin nee DE 

Pret 
FRE À 


et par suite, 


a? 





RS 1) (HER 1) (S+r + 


Telle est l’équation de la surface conique circonscrite à 
l’ellipsoïde. Cette même équation peut être présentée 
sous une forme plus simple. Soient R, le rayon vecteur 
mené du centre de l’ellipsoïde au sommet de la surface 
conique; «, 6, y les angles qu’il fait avec les axes; R la 
partie de ce rayon vecteur qui représente le rayon de l’el- 
lipsoïde ; l'extrémité de ce rayon aura pour coordonnées 

P ) 
R cosa, Rcos6, R cos y, et l’on aura 

COS ? & cos26 cos y | LA 
a? b c?  R°? 
Zo = R,Cosæ, y, —=R,cosé, z —R,cosy, 

2 2 2 

a, J2 E=ri( Le + ST) 


a? b2 c2 TRES 


et l’équation de la surface conique deviendra 








C? 


Écosæ | cos | «6cosy = ee £2 AS 
5 Die R eo R?, (E+E+E | 
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Concevons à présent qu’une droite soit menée du centre 
de l’ellipsoïde à un point (£, n, €), choisi arbitrairement 
sur la surface du cône circonscrit. Cette droite coupera 
l’ellipsoïde et le plan tangent qui touche l’ellipsoïde à 
l'extrémité du rayon R en deux nouveaux points, dont les 
coordonnées x, y, z, et X, Y, Z, vérifieront les équations 

HA More Xcosæ Ycos6é Zcosy 1 

HN OSRRPE Br RER. 
De plus, si l’on désigne par r, s, t les longueurs mesurées 
sur cette droite, à partir du centre de Pellipsoïde, et qui 
aboutissent aux trois points (x, y, z); (£, n, 6);(X, Y,2), 
on aura, comme on l’a vu plus haut, 


ARE ANNS* Écosæ  ncosG ,: Ücosy s 
= 3 9 R 2 + 2 + —— 
tof Of RTE a b 








(219 


c? 


et par conséquent 


I Ne AA EN (a 1 
Re Ris) Ra R2 72 ps2 


Telle est la forme la plus simple sous laquelle on puisse 
présenter l'équation de la surface conique circonscrite à 
l'ellipsoïde. 

| Si à l’ellipsoïde on substituait l’un des hyperboloïdes 
représentés par les équations 








à l’une des suivantes : 








| l'équation de la surface conique circonscrite se réduirait 
Il 
| 





\ 2 ne 2 2 ga 2 2 
(ER) (EE UE rie GRAS 


Te 
© 
ve 

+ 
ce 
% 
FE 
IX 

+ 
PSE 

Î 

PÉRN 

ne 

Dh: 

| 
HER 
+ 
te 
PATTES 
hrs 
LS 
| 
se 
— 
ne 
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Pour obtenir l’équation de la surface conique circons- 
: sde X? “ ds 22 
crite au paraboloïde elliptique —- — — =, on remar- 
P P q a? Sr b? c 2 


quera que les coordonnées de la courbe de contact et de 
la génératrice satisferont aux équations 


DE YA NRA Yo 
a? b? COTE A Ga b? c c 








on aura dès-lors 




















É—x  n—7  C—2z ei: | ES RERMRRES"C 
———" — RS CT ROC Ed OZ Lu < CD RERAENNE [C7 
Lo—X  Yo—Y Zo—3% ee. _L, TA si Jon C+2z9 
a? b? e la) 





et par conséquent 


(x Ë ot CH 2% Le, 220 /£2 ; ; 2Ù 
ren Fa Y=(£ BAT (RE =) 











‘Si au lieu du paraboloïde elliptique, on considérait un 


paraboloïde hyperbolique _ —7 = _ , l'équation de 


la surface conique circonscrite deviendrait évidemment 


ASE UV oO VAE 3e mt ENT te y? 2€) 

4210.42 c 7 arbres, .c JON 
Supposons enfin que l’on demande la surface conique cir- 
conscrite à la surface représentée par l’équation 








Lx24By 2+Cz+2Dyz+92Ezr+2Fxy+2Gx2+-2Hy+-21:=K, 


on trouvera que les coordonnées de la courbe de contact 
et de la génératrice satisferont aux équations 


(Az + Fy + Es + G)Ë + (Ex + By + Dz + H)s 

+ (Ex + Dy + Cz +I)C+Gx + Hy +1z=K 
(Az + Fy +Ez+ G)20 + (Fax + By + Dz + HT 

+ (Ex + Dy + Cz +1), + Ga + Hy +HIzZ=K; 
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en partant de ces équations jointes à celles de la généra- 
trice, on trouvera pour l'équation de la surface conique 
AE3 + Bus + CE +0Dné + 2ELE + 0FEn + 2GE + 2Hn+olé — K 
— L(AËHF EE + Gro(FE+ BDSM )r0-+(EË-Dn CE) GÉHn-blé Re 
4 Az? + By? + Uz? H2Dro20 + 22070 +2Fr0oY0 + 2GXo + 2H70 + 2170 — K 
214. Proposons-nous de faire passer une surface co- 
noïde par une directrice donnée. Si cette surface a pour 
axe l’axe des z, les coordonnées £ ,n, € de la génératrice. 
menée par le point(x, Le z) de la directrice, vérifieront 


gro 
les deux formules — =, Te — — z; donc si entre ces for- 
y 


2 


l'équation résultante qui renfermera seulement £, n, Ÿ 
sera précisément celle de la surface conoïde. 
Lorsque la directrice est une courbe plane 


Ax + By +Cz:=K, F(x,7,2) —0, 
on trouve 


8 _n My Br AË+ Br AË+ Br 


DR Ar by AR CE K--CC 
et par suite 


mules et les PRET de la directrice on élimine x, y, z, 


K—C£ Oo K—C 

Aë Br 7 "AGE Br 

ces valeurs, substituées dans l'équation F(x, 7, z) — 0, 
donnent pour l’équation de la surface conoïde 


WC K—cé |": 
es "pm C)= 0 


ZE Cr LEE ——— 


Dans le cas particulier où la directrice est renfermée dans 

un plan perpendiculaire à l’axe des x et représentée par  * 
deux équations de la forme x = a, F(y, z) — 0, l’é- 
quation de la surface conoïde se réduit à 


f 
“ee e) 0. 
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Aïnsi, par exemple, si l’on prend pour directrice l’el- 


EE. L'ART A ÿ ; 
lipse x — a, mt =t, la surface conoïde sera repré- 


a?y? (4 


, 3, . 
sentée par l’équation FE su “ 





— 1, à laquelle on par- 
viendrait aussi en prenant pour directrice le cercle 
F0 DE VI RSC": 


Supposons maintenant que la surface conoïde doive être 
circonscrite à une autre surface u — 0. Les coordonnées 
d’un point quelconque de la courbe de contact devront 


vérifier les équations 


du du du 
u— 0, DEN PPUIS Han 


qui, parce que l’on a 


ÿ 
A DES m—Û—32, 
ere 
se réduisent à 
du du 
u = O, ET 


Cela posé, pour obtenir l’équation de la surface conoïde 
il ne restera plus qu’à éliminer x, y, z, entre les quatre 
équations 

Eros du 


a le CE 2 IRD | 


Paie 


Concevons en particulier que la surface conoïde doive 
être circonscrite à l’ellipsoïde 


(x — %0) js 0) te PET 
a? x c 
d : 
l'équation 2 E+rR = o deviendra 
(t — Xo TT © 
sta) Lt) Le: 
a 
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ét, en vertu de l'énaion € — 21 
RER 
OR) + (LT) ER 
a? b2 o , 


on aura dès-lors 





: PR art 2 Te _(%—%o)1 mie —T0)Ë _ JË— on 
LL. —- rue LP 
1 a? pa a? æ æ 
Beast | Ed Je 
a E —+ab = — "+ ab ë 
I 2 1? 2 y? : 
ab NV ab Fa 16 ÿ je 
et par conséquent 
En ACT EAN FA 
a2b? de Gras J'|1l c? l 


Telle est l'équation de la surface conoïde circonscrite à 
l’ellipsoïde. 

Si l’axe de la surface conoïde coïncidait non plus avec 
l’axe des z, mais avec la droite menée par un point donné 
(X59 Vo Zo): de manière à former avec les axes coordonnés 
les angles «, 6, y, les coordonnées £, n, € de la généra- 
trice menée par le point (x, y, z) de la directrice vérifie- 
raient les deux formules 


(Ë— x) cosa+ (y — y} cos HE — z) cosy —0, 

(Ë— x) cos l4-(y — ÿ)cosm+4(Ë —z) cosr —0, 
l,m, n désignant les angles que fait avec les axes la per- 
pendiculaire au plan qui renfermerait cette génératrice 


avec l’axe de la surface conoïde. Ces angles sont d’ailleurs 
liés entre eux par les deux équations 


COS &æ COS/ + cos cosm + cosyCosr = 0, 


(x — x) cost + (y — y,)Ccosm + (2 —z,)cosr = 0, 
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desquelles on tre 


cos / cos 
(Y — Yo) C0$y—({2— 20) COSÉ  * (z— 7) COSa — (x —x,) cosy 
cos 72 


a (x —_x)cosE (y — Yo) COSæ 


Les deux équations de la génératrice qui passe par le point 
(x, y, z) de la directrice seront dès-lors 


(Ë— zx)cose + (y —y)cos6 + (Ê —z)cosy = 0, 
[7 —yo)c08y — (5 — 2) 008€ ] (£ — x) 
+ [(z—2%)cosæ — (x —x)cosy](1—7) = 0, 
+ [(x— am) cos — (7 —7,)cosæ]{È —2) 


et pour obtenir l'équation de la surface conoïde, il suffit 
d'éliminer x, y, z entre ces deux dernières équations et 
les équations de la directrice. On peut, dans la seconde 
des équations de la génératrice, substituer les coordonnées 
Ë, n, € aux coordonnées x, y, z, ce qui donne 


Dar) cosy — LÉ 3, )cost | (2) | | 
+ [(Ë— 20) cosæ — (Ë — x)cosy] (1 — y) eu 
+ [(Ë — xo) cos6 — (1 — yo)cosa](É — 2) | 


Or de cette dernière formule réunie à l'équation 


(ËÉ— x)cosa + (à — )cos£ + (Ë — z)cosy = 0, 





on tire rés 
DEEE - £ EU sd 
(Ë— xs) —[(Ë— x) cos & + (y — Yo)cos$ + (É —z, )cosy]cosæ 
DU) NUE TAN TRS 
 (4— 70) —(Ë—xo) cosæ + (y—70)coSE +(É— z)cos y] cosé 
CE — % 





QUO) ren [(É— x) cosa (1 — Yo) C0S6 + (£— 20)cosy]|cosy 
Lorsque la directrice est plane et représentée par les équa- 
tions x cosÀ + y cosu + zcosv = K, F(x, y, z) = 0, 


chacune des fractions qui précèdent est équivalente au 
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rapport 
| £ COS À + n cos + £ COS y — À 
 Ë—x0)C0S AH{(n—Y0)008 p.+(Ë—20)c0s v-[(Ë—xo) COS a +(1n—T0o)c0s C+(E - 79) cos y]cos d'’ 
dans lequel cosd — cos x cos À + cos6 cos + cosy cosy, 
et de cette seule remarque on déduit immédiatement les 
valeurs de x, y, z, qui, substituées dans la seconde des 
| équations F(x, y, z) = 0, fournissent l’équation en 
£, n, € propre à représenter la surface conoïde. 
Si l’on prenait pour directrice la droite qui aurait pour 

DR Jour Jr 4 

cos À cos cosy 








équation , on trouverait 


(—2,)COS& + (n —Y1) cos 6 H (£ — z:) cosy 

cos d 

Yo)C05y-(É-Zo)COSE WE -r1)+T(Ë-z0)cos2-(É-r0)C08y(n-71)+[(É-ro)c08 6-(n-70)c052K(€- 21) 
Yo)cos y7-(É-Ze)008 61cos A-H(Ë-Z0)c0s 4-(É-x)cos yIcos + I(É-ro)C08 6-(1-79)C08 «]C0s v 


Telle est l'équation du paraboloïde hyperbolique engen- 
dré par une droite qui se meut en s'appuyant sur les deux 
droites 


É—Lo a Tox * C — 70 LT, nr C2, 
COSæ  COSÉ cosy ”  cosA COS cosy 














et de manière à rester toujours perpendiculaire à la pre- 
mière de ces droites. 

Lorsque la surface conoïde doit être circonscrite à une 
autre surface 4 — 0, on peut prendre pour directrice la 
courbe de contact de ces deux surfaces représentée elle- 
même par les deux équations 


À (70) y — — Jo) RH )g 


= [(x— 2x9) COS à +( ) cos 6 +(Z—Zo)C0S y] ge PP os 6 . 
ff é a +(Y —Yo) COS ( o 7 °° 2: URE cosy }, 


à. du L 
OUVAZEES"0. OS Tome + (RAT ES 
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Cette dernière équation exprime qu’en chaque point dé 
la courbe de contact la génératrice de la surface conoïde 
et la normale de la surface u — o se coupent à angles 
droits. 

215. Proposons-nous enfin de faire passer une surface 
de révolution par une directrice donnée. Si cette surface 
a pour axe l’axe des z, les coordonnées £, n, € du cercle 
générateur, passant par le point (x, y, z)de la directrice, 
vérifieront les deux formules £? + —x? +y?,{—z; 
donc, si entre ces formules et les équations de la direc- 
trice on élimine x, y, z, l'équation résultante qui ren- 
fermera seulement £, n, € sera précisément celle de la 
surface cherchée. 

Supposons maintenant que la surface de révolution doive 
être circonscrite à une autre surface représentée par l’é- 
quation u — 0. Alors ôn pourra prendre pour directrice 
la courbe de contact des deux surfaces, qui sera repré- 
sentée elle-même par les deux équations 


? 44 du 


F4 NE ?- 


UT 0, 


Concevons, pour fixer les idées que la surface à = 0 se 
réduise à l’ellipsoïde de révolution 


12 


(@—2) + (r—r) = [e*—(c—2)°], 
l'é s. nue du ME j : T 2 
équation : BEA Ÿ SE à O se reéduira à 20 FSS : on 
aura 
CE A RQ LL 
AN Var Vitre 
ZX — Lo de OO : er 
Lo Jo Vz +y 


V (x — 2%)? + CHE ra. ; 4e 
Va +! CO Vzi+r: 
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et par suite 


RP EVE En} le (E— 2), 


2 


ou, ce qui revient au même, 


Le RTL (La )] + ot + y le fi +) E+»). 


Telle est l'équation de la surface de révolution qui, ayant 
pour axe l’axe des z, est circonscrite à l’ellipsoïde de ré- 
volution donné. 

S1 l’axe de la surface de révolution coïncidait non plus 
avec l’axe des z, mais avec la droite menée par un point 
donné (x, Yo» Z0), de manière à former avec les axes cer- 
tains angles &, 6, y, les coordonnées £, n, € du cercle 
générateur passant par le point (x, y, z) de la directrice, 
vérifieraient les deux équations 


(Ë— x) cos & + (4 — y) cos & + (£ —z) cosy — 0, 
Eten To HE (Er + — ro + —20), 
et la surface de révolution circonscrite pourrait être con- 


sidérée comme ayant pour directrice la courbe représen- 
tée par les équations 


du 


20, [(Y—70)cos6— (2— 7) cosy] MT [(&—20)c0$æ — (x — x) cosy] ne 


+(x—2)cos€ —(7—7,)c0s2] A = 0. 


Ces applications suflisent pour montrer la marche à suivre 
dans chaque cas particulier. 
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Equations aux dérivées partielles des surfaces engendrées par le 
mouvement des lignes. 


216. Considérons d’abord la surface engendrée par le 
mouvement de la ligne représentée par les équations 
p = c,w —#9(c). Si l’on nomme p et q les valeurs des 


ALU IQUr : dz dz Û f 3 
dérivées partielles — et que fournit l’équation de la 
dx dy * 


surface , dans le cas où l’on regarde x, y comme variables 
indépendantes, et z comme une fonction de ces deux va- 
riables, on aura 
dz — pdx + qdy, 

et cette dernière équation sera toujours satisfaite quand 
les coordonnées x, y, z varieront de manière que le 
point (x, y, z) décrive une courbe comprise dans la sur- 
face dont il s’agit. Or si la courbe en question se confond 
avec la génératrice de la surface, elle aura pour équation 
v—c,w — o(c), et lesdifférentielles de ses coordonnées 
vérifieront les formules 


dv dy dv dw dw dæ 
me Hi — d3=0, --dx+ - dy + — dz = 0: 
dx ou dy Et + dz eo dx Fri dy cé ti ds EU 
en faisant, pour abréger, . 

__ do dw  dvdw __ dv dw dv dw 


abtes À dur 0 ‘ER D 
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Le 


pt 5 ; dr dy dz j 
on urera de ces.deux équations PQ Er et puisque 
les différentielles dx, dy, dz doivent vérifier l’équation 


dz —=pdx+pdy, on aura définitivement 


Pp + Qqg— R. 


Telle est l'équation aux dérivées partielles de toutes 


les surfaces que peut représenter l'équation w = o(v), 
et qui sont engendrées par le mouvement de la ligne 
» —= c; w—æ p(c). Cette équation aux dérivées par- 
tielles ne renferme plus la fonction arbitraire indiquée 
par la lettre o, maïs seulement les dérivées partielles de z, 
savoir, p et g avec les quantités P, Q, R qui sont des 
fonctions déterminées des variables x, y, z. 

On peut parvenir directement à l'équation Pp+Q4=R, 
en éliminant par une double différentiation la fonction o. 
En effet, différentions l'équation w — o(#) en regardant 
tour à tour x ei z ou yet z comme seules variables, il 
viendra 





dw js dw dp(v) {do dv \ 

dzæ dz P: dv dx d?) * 

dæ  dw d@(v) /d do ) 
q }. 





HAE — à \adue 


En divisant ces deux équations l’une par l’autre ou les 


do(v) 
de 





multiphant en croix pour éliminer 


l'équation Pp + Qg = R. 

On pourrait encore établir cette équation en considé- 
rant un point quelconque (x, y, z) de la surface sv — o(r) 
et observant que si l’on mène à ce poini une normale à la 
surface et utie normale à la génératrice, ces deux droites 


, On retrouvera 


seront perpendiculaires l’une à l’autre. En effet, les cosi- 

nus des angles que, forment avec les axes la normale et la 

tangente sont proportionnels, d’une, part, aux quantités 

P 4—1, de l’autreaux valeurs de dx, dy; dz iirées des 
. 19... 
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équations de la génératrice, et par conséquent à P, Q, R; 
donc, puisque le cosinus in l'angle des deux droites doit 
s'évanouir , On aura | 


Pp + Qg —R—=0o ou Pp+Qqg—=R. 


1°" Exemple : Concevons que l’on demande l’équation 
aux dérivées partielles d’une surface cylindrique. Si l’on 
nomme &, 6, yles angles formés par la génératrice avec 
les axes, ses équations seront 


DT Lo EN TR ET 














cos æ cosé cosy 
et l’on en tirera 
dx dy . dz 
COSæ  COsé cosy” 


de sorte que l'équation aux dérivées partielles des sur- 
faces cylindriques sera 


COSy — pPCOSæ —+ q COS &. 


Pour l’établir directement il suflirait d'exprimer que la 
normale menée par un point quelconque d’uné surface 
cylindrique forme _un‘angle droit avec l’une quelconque 
des génératrices de la surface. 
om Exemple : On demande l'équation aux dérivées 
partielles d’une surface conique. En appelant x,, 4, 2 
les coordonnées du sommet, les équations de la généra- 
trice seront encore 


1U— Lo AS Y'a Jo DE Perd : 











COS æ “cosé  Cosy ? 
d’où l’on tire 
dé dy dz 
COSæ  COSé cosy’ 


et, par suite, 
dx dy _ dz 


T— Lo YF — Vo Z — 25 
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l'équation aux dérivées partielles sera donc 


B— %o = pr — Lo) + q(Y — To). 
Onl’établirait directement en exprimantque le plan tan- 
gent à la surface conique passe toujours par le sommet. 
En effet, si l’on nomme E, n, € les coordonnées courantes 


du plan tangent mené à la surface par le point (x, y, 2), 
son équation sera 


EC = Me Et) + dr»), 


et si ce plan doit renfermer constamment le point 
(Los Vos 70); On devra avoir 


7 2) = P(X — &o) + q(Y — To). 

Dans le cas particulier où le sommet de la surface 
conique coïncide avec l’origine des coordonnées, l’équa- 
tion aux dérivées partielles de cette surface se réduit 
à z = px + qgy. Cette dernière équation est.celle que 
fournit le théorème des fonctions homogènes dans le cas 
où l'on suppose que la fonction des variables x, y, dési- 
gnée par z, est homogène et du premier degré. 

3% Exemple. On demande l'équation aux dérivées 
parüelles d’une surface conoïde. Si cette surface a pour 
axe l’axe des z, la génératrice sera représentée par les 


y Q ÿ A ot APE Ë , \ , ° 
équations = c, z— p(c), d’où l’on tire 


ee es 2, 0 , 

æ à à 
et l’on conclura de ces dernières que l’équation aux dérit- 
vées partielles de la surface conoïde est px + qy = 0. 
Cette équation est précisément celle qui exprime que 
l’ordonnée z est une fonction homogène et du degré o des 
variables x, y. On peut létablir encore en remarquant 
que si par le point (x, y, z).on mène un plan tangent à la 
surface conoïde, ce plan renfermera la génératrice tout 
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entière, et, par conséquent, le point d’intersection de [a 
génératrice avec l’axe, c’est-à-dire le point qui sur cet 
axe répond à l’ordonnée z. En effet, si dans l'équation du 
plan tangent z— € = p(x — £) +:q(y — n}, on pose 
É — O0, n — 0,1, 4% ‘On IroUvé +: PO ed 
Supposons maintenant que l’axe de la surface conoïde 
coïncide avec une droite menée par le point (xs, Yo: Z0) 
de manière à former avec les axes les angles «, 6, y; la 
génératrice pourra être représentée par les équations 


(x — x)cosl + (rx —r)coSm + (2 — 2,)C0S2 —Nc, 


æCOSæ + y CcosÉ + zcosy — E(c), 
qui donneront par la diflérentiation 


cosudx + cosGdy + cosydz = 0, 
cos/dx + cosmdy + cosndz — 0, 


les cosinus des angles /, m, n étant d’ailleurs détérminés 
par les équations 


cos / AE} cos mn 
(Y—Yo)c08y—(2—720)c056 : (2— z)cosa—(x—2z)co$y 
COS 2 


" (x—x,)cos6 — y —ys)cos&" 
on en conclut À 


[(Y — Yo) cosy — (z —- 3) cosC | dx 
+ [(z— 3% )cosx — (x —x,)cosy|dy $ = 0; 
# [(æ — Lo)C0S6 — (y — Yo)cos«] dz 


et en substituant pour dz sa valeur dz = pdx + qdy, 


(cosæ + p cos) dx + (cose + q cosy)dy = 0, 
{ (Y —Y0) cos y— (2—20) cos 6 + pl(x —xo)C08 € —(Y—T0) cosa]} dx 
— { (&— 20) cos — (x —x0) cos y+q[(x—xo)cos 6—(3—70)C08 a] }dr= 0 ; 


si maintenant l’on élimine dx et dy entre ces deux équa- 
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tions, on trouvera pour l'équation aux dérivées partielles 
de la surface conoïde 


(Y —Yo)COSæ —(3—7,)coS6 +p{(r —x,)c055 —(Y —Y0)C08% 
__ (2—20)c0s4—(x—2,)c08y + g[(a—2)c086—( 7 —7,)cos >] 
DO APR St ..cose 4 cs. ds Ml 


On peut présenter cette équation sous une forme plus 
simple ; pour cela éliminons dz, 1° entre les équations 


cOSadx + cossdy + cosydz = 0, 
cosldx + cosmdy + cosndz — 0; 


2° entre les équations 
dz = pdx + qgdy et cosldx + cosmdy + cosndz — 0; 
nous trouverons de cette manière 


_COSæ COS 72 — COSy COS / cos COS — cosy COS 7 


om 


COS! + p cosz COS + q COS 
De plus, en ayant égard aux équations 


COS # COS / + cos6 cos + COS y cOSn — 0, 
(x — x9)Cos/ + (y — Yo) COSm + (2 — z)cosn — 0, 


et égalant chacune de ces fractions à la fracuon que 
l’on obtient quand après avoir multiplié haut et bas les 
deux termes de la première par cosæ, et les deux termes 
de la seconde par cosé, ou les deux termes de la première 
par x — x, et les deux termes de la seconde par y — y#, 
on divise la somme des numérateurs par la somme des 
dénominateurs, on trouvera 


COS & COS 72 — COSy COS / COS COS — COSy COS COS 2x + cos? 6 + cos? y 
COS + p cor pr COS M + { COS PCOS& +- q COSÉ — COS y 








(x — x,)cosæ +(y—7,)COSS + (z —z)cosy 


p(z—2o)+ 4(Y—Y0)—(2— 2%) . ? 


— 
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ou enfin 


P(z—2x)+4(7—J0)—(—%) 
—(pcosx+qcosé-cosy)[(x-x,)cos2+(y-70)C056 (2-20) COS y]. 


Telle est, sous la forme la plus simple, l'équation aux 
dérivées partielles de la surface conoïde. Pour établir 
directement cette équation, il suflira de projeter la 
distance du point (x,,Yo; Z,) au point (x,Y, z), 1° sur 
l’axe de la surface conoïde; 2° sur la normale menée à la 
surface par le point (x, y, z),et d'observer que la seconde 
projection devant être égale en longueur à à la perpendicu- 
laire abaissée du point (to, Vos Zo)-surle plan tangent, 
a nécessairement pour mesure le produit de la première 
projection par le cosinus de l’angle aigu compris entre la 
normale et l'axe. 

4e Exemple. On demande l'équation aux dérivées 
partielles d’une surface de révolution. Si cette surface a 
pour axe l'axe des z, le cercle générateur sera représenté 
par les équations x? + y? —c, z —oœ(c), d'où l’on 
tirera 

zdx + ydy = 0, dz M0 


Ces équations, combinées avec l'équation dz = pdx+qdy, 


donneront ? LE à On arriverait à la même conclusion 


en observant que, dans l’hypothèse admise , ka normale 
menée à la surface par un point quelconque CNE z), doit 
toujours rencontrer l’axe des z, et qu’en conséquence, la 
projection de la normale sur le plan xÿ doit passer par 
l’origine. En effet, si l’on nomme £, n, € les coordonnées 
courantes de la PTE cette droite sera représentée 
par la formule 
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et pour que sa projection sur le plan xy passe par l’ori- 
gine, il suflira que ses équations soient vérifiées quand on 
y fera Ë — 0, n = 0, ce qui donne 

DEN. OU TE 

Por a me 

Supposons maintenant que l’axe de révolution coïncide 

avec une droite menée par le point (x,, Yo Z0o); de ma- 
nière à former avec les axes les angles «, 8, 73 le cercle 
générateur aura pour équations 


æ COS& + y COS + zC0$y = cc, 
(x — &0) +(r —r0) + (20) = @(c); 
d’où l’on tire 
(x — xo)dxz + (y — Jo)dy + (3 — z0)dz de 
cosadx + cosédy + cosydz = 0, 
et par suite ; 


(Y—To)C0Sy—(2—70)COS6 : (z2—7z,)cosx — (x —x,)cosy 
dz 


Gao) —(y—7,)c082" 

combinées avec l'équation dz — pdx + qdy, ces der- 

nières équations donneront 

? [(Y—70)cosy—(2— 2)c056]-+9[(z —2)cos & —(x—x,)cos y] 
— (x —x)c086—(Y —Y)c0s&. 


Telle est l’équation aux dérivées partielles des surfaces 
de révolution. On pourrait encore établir cette équa- 
tion en exprimant que la normale menée à une semblable 
surface par un point quelconque (x, y, z), rencontre tou- 
Jours l’axe de révolution. En effet, si l’on nomme £, n, € 
les coordonnées courantes de cet axe, on aura 


É—Xo Ps ad: > ! C— 2 
COS&æ  cosG cosy 
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D'ailleurs pour que la normale rencontre l'axe, ilfaut qu'un 
même système de valeurs de £, n, € satisfasse à ces équations 





ï : x— € — 
et aux équations de la normale =? = 277 — É —z: 
RU q 
or, si l’on substitue dans les équations de l’axe les valeurs 
de £ et de n, tirées des équations de la normale, on trou- 


vera 
(2) par) re Jordi 2) er Rat 
COS & cos 5 cos y 
_(z—2x)(cosé +gcosy) — (r—r)(cos& +pcosy)+(z— 2) (pcoSE — 4 cos 


0 
ce qui exige que l’on ait 


(x — xo)(cos6 + q cosy) — (7 — Yo) (COS 4 + p cosy) 
+ (z — 20) (p cos8 — qcosæ) = 0. 
217. Si l’on faisait mouvoir dans l’espace, non plus la 
ligne que déterminent les équations # = c, w—=œ(c), 
mais celles que déterminent les formules 


fleT,2 0 o(chx(e) Ÿ(c)... = 0, Elx, r,2,c,@(chæ#(c). 1=0, 


la surface engendrée par le mouvement de cette ligne 
pourrait encore être représentée par une ou plusieurs 
équations aux dérivées partielles qui ne renfermeraient 
pas les fonctions arbitraires o, x, Ÿ, etc. Seulement ces 
équations aux dérivées partielles seraient en général d’un 
ordre supérieur au premier, Ajoutons que pour les’obtenir 
il suffit, dans les deux équations de la génératrice, de con: 
sidérer z et c comme des fonctions des variables indépen- 
dantes x, y, puis d'éliminer les quantités 


x: dc de d?c d?c d?c 
ie: dy dx? ? dxdy? dy?? $ | 
p(c); g'(e), g"(c), 44 x(e), x'(e)3.2" (0). | 


entre ces équations et celles qu'on en déduit par des diffé- 
rentiations relatives, soit à la variable x, soit à la varia- 


* 
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ble y, en suivant la marche que nous avons indiquée dans 
la dix-neuvième lecon. On en conclura, 1° que siles équa- 
tions de la génératrice renferment une seule fonction arbi- 
traire o(c), l'élimination conduira à une seule équation 
aux dérivées partielles du premier ordre; 2° qué si les 
équations de la génératrice renferment deux fonctions ar- 
bitraires o(c), x(c), l'élimination produira deux équa- 
tions aux dérivées partielles du troisième ordre; 3° que 
si les équations de la génératrice renferment trois fonc- 
tions arbitraires o(c), x(c), Ÿ(c), l'élimination conduira 
à trois équations aux dérivées partielles du cinquième 
ordre ; 4° que dans le cas où les deux fonctions y(c), (ec) 
seront les dérivées première et seconde de la fonction 
o(cY, l'élimination produira une seule équation aux déri- 
vées partielles du second ordre, entre les variables x, y, z, 
de sorte que la surface décrite par la génératrice sera re- 
présentée par une équation aux dérivées partielles du se- 
cond ordre, qui ne renfermera plus la fonction ® ni ses 
dérivées. Parmi les surfaces de cette nature, on peut re- 
marquer celles qui auront pour génératrice la normale 
principale d’une courbe à double courbure dont les équa- 
tions seraient de la forme 


Nr (nn +z = Obr], 


f(x) désignant une fonction donnée, et o(x) une fonc- 
tion arbitraire. 

218. 1° Exemple : Considérons lasurface développable 
quiaurait pour génératrice les diverses tangentes que l’on 
peut.mener à une courbe à double courbure. Si l’on re- 
présente par à 

| æ—=@(z), 7 —=x(2);, 
la courbe dont il s’agit, la droite qui touchera cette 
courbe au point dont les coordonnées seront 


ù 


or) Tale); 
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pourra être représentée par l’équation " 
z— (ce) : y —x(e) 
TER TIES TIR TO AE VS SIC 
g"(c) x" (c) 


Pour obtenir l'équation finie de la surface développable 
engendrée par cette tangente, il faudra éliminér c entre 
ces deux équations, mais cette élimination ne pourra être 
effectuée qu'après la détermination des fonctions arbi- 
traires ® (c), y(c), desquelles dépend la considération de 
‘la surface. | 

Soient maintenant p, q, r, s, t les valeurs des dérivées 
partielles fais pi dal 

dx’ dy’ dx?° dxdy’ dy?? 
tion de la surface développable différentiée deux fois par 
rapport aux variables indépendantes x, 73 la formule 
dz — pdx + qdy devra être vérifiée par les valeurs de 
dx, dy, dz,trées des équations de la tangente à la courbe 
donnée; or comme on tire de ces équations 

dx : _. dy 
OC 
ou, puisque ®'(c), x'(c) sont proportionnels à 
| dx dy dz 


z—@(c), y —x(c), 2—c, el ART 


que fournirait l’équa- 


> à, 





on trouvera définitivement 


pe ()+ax (= 1, 2—e=plr—e(0] +417 #(0)1. 
Cette dernière équation appartiendra donc aussi à la sur- 
face développable , si l’on y regarde c comme une quan- 
tité variable déterminée par l'équation 
po'() +gqx'()=t. 
Or dans ce cas si l’on différentie l’équation 
z—c=plz—p(e]+aglr—x(e)], 


1° par rapport à x, 2° par rapport à y, les coeflicients de 
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dc , 
7e °U de Tr seront égaux dans les deux membres, et l’on 
5 à 4 


aura par suite 


or e(o)]+sty— (ol, of 0(0)]-+etr—x(c)], 
puis l’on conclura, en éliminant la quantité c, 
Le Arena, D 

Aïnsi, quoique les équations de la génératrice d’une sur- 
face développable renferment deux fonctions arbitraires 
et leurs dérivées du premier ordre, cette surface peut être 
représentée par une équation aux dérivées partielles qui 
né rehferme plus dé fonctions arbitraires, et qui soit du 
second ordre seulement. 

2€ Exemple : De la surface gauche engendrée par une 
droite qui glisse sur deux directrices quelconques 
D 0 /(e,7,210 ct; (x 72) —0, Jilt, r52) = 0, 
en restant constamment parallèle à un plan fixe. 

Nôus prendrons le plan directeur pour plan xy. Dès- 
lors, pour construire la surface il suflira de couper les 
deux directrices par divers plans horizontaux et de joïin- 
dre les points de section par des droites. La surface sera 
gauche en général, c’est-à-dire que deux positions censé- 
cutives de la génératrice ne seront pas dans le même plan. 
Les équations de la génératrice seront d’ailleurs de la 
forme y—ax+6, z — y. Pour que cette droite s’ap- 
puie constamment sur les deux directrices données , il faut 
de plus exprimer que les quatre équations 


Menat our), Frey) =No, ft, 7,2) 
d’une part, et de l’autre les quatre équations 
Pneus = ur. (fé rh) 20,7 Ji (xs do, 
sont vérifiées par les mêmes valeurs de x, y, z. En éli- 


minant x, y, z entre chacun de ces deux systèmes de 
quatre équations, on arrivera à deux équations de condi- 
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tion entre #, 6, y, qu'on peut mettre sous la forme 
E—q{a), y—=x(«). 

Si l’on élimine &, 6, y entre ces dernières équations et 


celles de la génératrice, on aura pour l équation générale 
des surfaces de cette espèce, 


Y = æp{z) + x(z). 
Pour obtenir l'équation aux dérivées partielles indé- 


pendantes des fonctions o et y, diflérentions successive- 
ment par rapport à x et ày, il viendra 


RE <p 1) p RER: EE OR 
d’où l’on conclut, en divisant, © — — p(z). Comme il est 


arrivé ici que les fonctions o', 4, V’ ont disparu à la fois, 
il suffira de descendre jusqu’au second ordre pour élimi- 
ner celle 2 reste. Si, donc en adoptant les notations ha- 

Bt COUT De Ti d2 3 
DH Fr’, dxdy Ft dy® 
quation du premier ordre succéssivement par nt à x 





nie 7 — t, on différentie l’é- 


et à y, il viendra 
gr — Ps gs pt 
q° q°? 
puis, en divisant ces deux résultats l’un par l’autre, on ob- 
tiendra pour l'équation commune à toutes les surfaces de 


+ 


— — Q'(z)p, =" (43 


ce genre, 
gr —22p qS DE 0, 


Prenons pour exemple la surface engendrée par une droite 

mobile qui, demeurant horizontale, s'appuie constamment 

sur l’ellipse et sur le cércle représentés par les équations 
Ÿ \ 


x = RME r='R, PTT 


Si l’on combine les équations de la génératrice 


y = ax + 6, 8 EN 5 
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avec celles des deux directrices, on obtiendra les deux 
relations | 


chÆ+C " ÿ 
(ea (ET. Æ ' mi; 
D TN Pr ET (ak +} + y=e, 
et il s'agira d'éliminer «, 6, y, entre les quatre dernières 
équations. 
Or si d’abord on élimine &, y, 1l vient 


b,— ER . - 
S(—a)+ r= Ve, C(k— x) + y = Ver, 
d’où il-résulte, en éliminant 6 entre celles-ci, 


Ga) = Ve) a) (TE VE). 


Cela posé, si l’on conserve le même signe aux radicaux 
dans Îles deux membres, ce sera exprimer que la droite 
mobile glisse sur les deux courbes en passant toujours par 
deux points situés d’un même côté du plan zx, car ces 
radicaux sont les valeurs de l’ordonnée y dans les deux 
courbes ; alors l’équation de la surface se réduit à 


(A4) cy = [(b — c)x + ch — b}] Ve 7? 
et représente un conoïde dont toutes les génératrices vont 


percer le plan zx en‘des points situés sur une même ver- 
ticale placée en dehors des deux courbes, et que l’on ob- 
tiendraïit par conséquent en faisant glisser la génératrice 
sur cette verticale et sur l’ellipse. 

Lorsqu'on adoptera des signes différents pour les radi- 
caux dans l’équation de la surface , elle conduira à un co- 
noïde analogue, maisdont l’axe sera entre les deux courbes, 
parce qu’alors on exprimera que la génératrice traverse 
le plan zx entre les deux points. où elle s’appuie sur la 
directrice. 

Si avant d'éliminer 6 on n'avait pas résolu les deux 
équations qui contenaient cette indéterminée, on serait 
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tombé sur une équation du huitième degré qu'il aurait 
fallu décomposer en deux facteurs pour y reconnaître les 
deux surfaces distinctes que nous venons de signaler. 

219. Cherchons encore l'équation de la surface gauche 
engendrée par une droite assujétie à glisser sur trois di- 
rectrices quelconques. Les équations de la génératrice'se- 
ront de la forme 


Tds+y, ÿ —Cz#%0 
et il faudra y joindre les conditions propres à exprimer 
que cette droite a toujours un point de commun avec cha- 


cune des directrices, ce qui fournira entre «, 6, d, y trois 
relations de la forme 


G—ep(a), y —x(e);, d = \(e), 
puis il resterait à éliminer «, 6, y, d entreles cinq équa- 
tions précédentes. Or si d’abord on substitue pour 6, y, d, 
leurs valeurs, il vient 


T—artx(a), y —zp(a) + d(a); 

et quant à &, on ne peut l’éliminer sans déterminer la 
forme des fonctions, c’est-à-dire sans particulariser les 
directrices, de sorte que pour conserver au résultat toute 
sa généralité, il faut garder le système des deux équations 
- qui précèdent en considérant « comme une indéterminée 
qu'on devra éliminer plus tard, quand la forme des fonc- 
tions aura été fixée. Si l’on voulait obtenir l’équation aux 
dérivées partielles indépendantes des directrices, il'fau- 
drait, en différentiant les deux équations 


z—ez+x(e), = 2p(a) +d(a); 
se procurer assez d'équations pour pouvoir éliminer la 
quantité « et les fonctions 9, x, Y, ainsi que leurs déri- 
vées. On y parviendrait ici en descendant seulement jus- 
qu’au troisième ordre. 


Lit Ç — — 
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Equations finies des lignes et des surfaces enveloppes. 


99(). Considérons une courbe tracée dans le plan xy 
et dont l’équation 


WE TO 
renferme avec les coordonnées x, y un paramètre varia- 
ble a, en sorte qu'on ait 
NAN TS A 
Si l’on donne successivement à a une infimité de valeurs 
différentes, l'équation 
HR TS a): 10 


représentera l’une après l’autre une infinité de courbes 
enveloppées par une courbe unique dont il s’agit de trou- 
ver l'équation. Pour y parvenir, j'observe d’abord que 
si l'élimination de a entre les deux équations 


ler a)= 0; f(x, Ya+aæa)—0, 
produit la suivante 
PACE J's a) — 0, 


cette dernière formule résultera aussi de l'élimination de 
ECT: 29 
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a entre les deux équations 


fe, Jsa—a)—0o, f(x, y,a) <x es 
et qu’en conséquence la courbe représentée par la for- 
mule y(x, y, &) = 0 renfermera les points d’intersection 
de la courbe représentée par l’équation f(x, y, a) = 0 
avec celles que représentent les formules 


PACA ST EL: f(x Ysa+a)= 0: 


Les points d’intersection dont il s’agit étant évidemment 
très rapprochés l’un de l’autre lorsque & est très petit, si 
dans l’équation y (x, y, &«) = o on fait « — o, on obtien- 
dra une nouvelle équation de la forme 
VHS )e-10! 

qui représentera une courbe tangente à toutes celles qui 
répondent à la formule f(x, y, a) — o, et qu’on appelle 
la ligne d’enveloppe de toutes ces courbes. Il reste à former 
l'équation d(x, y) = 0. Or si l’on désigne par e un nombre 
qui soit très petit avec &, on pourra évidemment donner 
aux équations f(x, y, a) —=0, f(x, y, a +a)—= 0, la 
forme suivante : 


du 
UE 0) de ‘=. 
da 


On peut en conclure que, pour obtenir la formule 
(x, ÿ; «) =o), 


il suflira d'éliminer a entre les deux équations 


Si dans ces dernières on fait « — o, et par suite e = 0, 
elles deviendront | 
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et l'élimination de a produira l'équation de la courbe en 
veloppante. 


Au reste, on peut s'assurer directement que les deux 
courbes représentées par l'équation # — a, 1° quand on 
suppose a constant, 2° quand on prend pour a une fonc- 
tion de x et y déterminée par la formule 


du 

— ZE O0 

da V 

se touchent dans tous les points qui leur sont communs. 

| ; Art A 

En eflet, pour tous ces points les valeurs de _ tirées des 

Fa 

équations des deux courbes sont évidemment les mêmes et 

du du d 


sont données par une même équation DATE mono: 
T ay TL 


A pplcations. Si à la courbe qui a pour équation 
T = 0 {x}, 


on mène par le point dont l'abscisse est x, une tangente 


et une normale, les équations de ces deux droites seront 


respectivement 


ny — (x) —(£— x) p'(x) —0, 
E— x +{r — @(x)] 0" (x) —o. 
Par suite la tangente etla normale qui répondent au point 
dont l’abscisse est & seront représentées par les deux 
équations 
Hi Qia)—(#£— a) p(a)= 0, 
£—a+[y—p(a)g/(a) = 0. 
Si entre la première de ces équations et sa dérivée prise 


par rapport à &, savoir, 


É—4a 0, 
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oh élimine la constante a, on obtiendra la formule 
LR ® (£) — 0, 

e | f 3; ) 
qui représente, comme on devait s’y attendre, la courbe 
proposée. Au contraire, si entre l’équation 

£—a+[y— œ(a)]e"(a) — 0 
et sa dérivée prise par rapport à &, savoir, 
[r —@(a)}e"a—[r +(o'a}]=o, 

on élimine la constante a, on obtiendra l'équation non 
plus de la courbe proposée , mais de sa développée. 


1% Exemple : Si par le point dont l’abscisse est a, on 
mène une tangente au cercle représenté par la formule 
6 he ME ARE a 
l'équation de cette tangente sera 
az +xy V2 — 4° RE 0? 
Si l’on élimine a entre cette équation et sa dérivée par 


rapport à ds savoir, 


70 


DT OS, 


LV 2: "5e a 2 
on trouvera l'équation du cercle. 


2% Exemple. Trouver l'enveloppe des ellipses repré- 
sentées par des équations de la forme 


quand on suppose a + b —K. 
Solution. Si l’on différentie l’équation par rapport à la 
quantité 4, en regardant b eomme fonction de 4, on aura 
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D'ailleurs « + b — K donne da + db — 0. Donc 








Vo AUX f Var a 
Me A à 
THEN N 7 te Va?) _(#) A0 
AT" HE 00 4 ANIICT 
done 
x 3 PL fr 
Fa "A et Le +(£ ja 
RON RTK CRM PRE 


4. Considérons la surface représentée par l’équation 
2 :.C d Il f P tée p [| ] 


MA IOT 2 d) me 0; 

qui renferme avec les coordonnées x, y, z, la constante 
arbitraire &. Si l’on fait varier cette constante, la surface 
dont il s’agit changera de position, souvent même de 
forme, et traversera un espace terminé par une seconde 
surface qui touchera sans cesse la surface mobile. Cette 
seconde surface est ce qu’on nomme la surface enveloppe, 
tandis que les diverses surfaces représentées par l’équa- 
tion f (x, y, z, a) = o et correspondantes aux diverses 
valeurs de la constante a, sont ce qu’on appelle les en- 
veloppées. 

Si dans l'équation f(x, 7, z, a) — 0 on attribue suc- 
cessivement à la constante arbitraire trois valeurs diflé- 
rentes, mais très rapprochées, par exemple 


are NON, SEC Dr DE AE 


a désignant une quantité infiniment petite, on obten- 
dra trois enveloppées très voisines, et celle du milieu 
coupera les deux autres suivant deux courbes comprises 
dans une même surface, dont l'équation sera produite 
par l'élimination de la constante & entre les deux formules 


Per nid 0, fe maata)—o. 


En eflet, soit | 
x(& JS 2n4)1)0 
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l'équation dont il s’agit. La mème équation résultera en 
core de l’élimination de x entre les deux formules 


F(L:F) 2, a—a)=0, f(a7, 3 a)=z00: 


Si l’on fait converger & vers la limite zéro, les deux 
surfaces se rapprocheront de plus en plus, et la surface 
représentée par l'équation (x, y, z, «) = 0 finira par 
devenir tangente, quel que soit &, à l’enveloppée repré- . 
sentée par l'équation f(x, y, z, a) — 0. Donc à la li- 
mite, c’est-à-dire lorsqu'on supposera & = o, l'équation 
x (x, Y, z) = 0 deviendra précisément léquation de la 
surface enveloppe. 

Observons maintenant que , si l’on désigne par u la 
fonction f(x ,Y,Z, a), et par e une quantité infiniment 
petite, les équations f(x,y,z,a)—=0, f(x,Y,z +a)=0. 
deviendront 


Lorsque dans celles-ci on suppose à = 0, elles se rédui- 
sent à 
du 


— ZT OO. 
da. 


He 0! 
C’est donc entre ces dernières qu'on devra éliminer «& 
pour obtenir l'équation de la surface enveloppe. 


Au reste, il est facile de s'assurer à posteriori que les 
deux surfaces représentées par l’équation u =o, 1° dans le 
cas où l’on attribue à la quantité a une valeur constante; 


2° dans le cas où l’on considère & comme une fonction des 
du 


variables x, y, z, assujétie à vérifier la formule =, 0? 
« [AA ’ 


sont tangentes l’une à l’autre dans tous les points qui leur 
sont communs. En effet, la direction de la normale à une 
surface courbe pour le point (x, y, z) se trouve détermi- 
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née par les valeurs des coeflicients différentiels 


dz dz 
P SE TA q Era dy 
D'ailleurs on tire de l’équation uw — 0, en supposant & 
constant, 
du du 
PA de 7 
du du 


puis, en supposant & variable et fonction de x, y, 


du du du du a 
PNA dati 
du du du du 4 





+ — + — — = 0. 
dy 1% da dy 
Les valeurs de p et de g seront donc données pour un 
point situé sur la surface enveloppée par les premières 
valeurs de p et de 4, et pour un point situé sur la surface 


enveloppe, par les secondes, qui, en vertu de l’équation 


du f ° 4 4 

7 —= 0; se réduisent aux deux précédentes. Donc, pour. 
a 

tout point situé à la fois sur les deux surfaces, les quan- 

tités p et q obtiendront précisément les mêmes valeurs; 

d’où il résulte que ces surfaces se toucheront dans tous les 


points communs à l’une et à l’autre. 

222. Revenons aux deux courbes d’intersection de l’en- 
veloppée qui correspond à l'équation f(x, 7, z, a) = 0 
avec celles que représentent les équations 


Hz ace —o et. -f(rirz, a +4) o. 


Lorsqu'on passe aux limites en faisant évanouir &, ces 
deux courbes se confondent en une seule qui est la courbe 
de contact de l’enveloppée représentée par l'équation 
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f(x,7, z, a)— 0 avec la surface enveloppe. Cette courbe 
de contact est ce qu'on nomme la caractéristique. Pour 
former ses équations, il suflira de poser « — o dans les 
formules 


AT YISS ANENOT f(x 77, @E @) —0; : 
on obtient alors, comme on l’a prouvé, les équations 


du 


U'==\O, HAE 


Donc ces dernières, lorsqu'on y considère a comme cons- 
tant, sont les équations mêmes de la caractéristique. Si 
l’on y donne successivement à la constante a diverses 
valeurs, on obtiendra diverses caractéristiques tracées 
sur diverses enveloppées. 
Les courbes d’intersection de Fenveloppée 
Ha, rs 2; a} 0 
avec les deux enveloppées que représentent les équations 
A(tI Ts 270 + 4) = 0, f(zs7,; Z, 4 — 2) = 0, 


se coupent, en général, en un point. Les coordonnées de 
ce point se trouvent déterminées par les trois équations 


fm 3,4 — 2)—0, JE: T5 Z) a) — 0; SF Y,2 a+ æ)—0, 
que l’on peutécrire comme il suit, 


du a?/d?u \ 
( +:}=0 LEO 








hi da 2 \da? 
du «2? /d?u \ 
| PAM “HE UNTERE 
U, + + (TR Er)=0, 


e, e' désignant, ainsi que &, des quantités infiniment pe- 
tites. On peut encore, à ces équations, substituer les 
suivantes: 








a 


du She \ d?u Cfa ne, #7 
ST M mt YU | rot à = 0, 
da? ) da ? 2 


De © 
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Si maintenant on passe aux limites en faisant évanouirw, 
les équations qui précèdent deviendront 
du d?u 


— 0 — Z 0. 
da QU Fr. 


#=—= O0, 


Ces dernières déterminent ce qu’on peut appeler le point 
commun à la caractéristique représentée par les équations 
du . CAE NA : \ ï 
u—0, 7 — 0, et à une caractéristique infiniment voi- 
sine. Il existe un point de cette espèce sur chaque en- 
veloppée. La suite des points semblables correspondants 
aux diverses enveloppées, ou, ce qui revient au même, 
aux diverses valeurs de a, constitue sur la surface en- 
veloppe, une certaine courbe à laquelle on a donné le 
nom d’arète de rebroussement. Pour obtenir les deux 
équations de eette courbe en x, y, z, il suflit évidem- 
ment d'éliminer la constante arbitraire a entre les trois 





équations 
du d?u 
= 10 "10 —= 
er L' re 
? ; du ; ; 
Donc les équations 4 — 0, da — O0, qui représentent 


une caractéristique particulière, lorsqu'on y suppose la 
quantité a constante , représentent au contraire l’arète de 


\ 


rebroussement, si l’on attribue à cette quantité une va- 
: {CPR ; y d'u 
leur variable propre à vérifier l'équation Da — 0. 
Comme dans les deux hypothèses les équations 4 = 0, 
du 


Ta = 0 fournissent les mêmes valeurs de dx, dy, dz, ou 


plutôt les mêmes valeurs des rapports , nous de- 


dz dz 
de 
vons conclure que tout point commun à l’arète de re- 
broussement et à une caractéristique, est pour ces deux 


courbes un point de contact. 
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223. 1°° Application : Surface cylindrique droite à 
base circulaire. 
Considérons le cercle représenté par la formule 


TL? 4 5 A = bre 


et tracé dans le plan xy. Si par le point dont l’abseisse 
est a, on mène une tangente à ce cercle, et par cette tan- 
gente un plan perpendiculaire au plan xy, cé plan aura 
pour équation l’équation même de la tangente, savoir, 


ax + yVp°? — a? 5 ft 


Si l’on fait varier la valeur de a, le plan se mouvra de 
manière à toucher constamment la surface cylindrique 
droite qui a pour base le cercle donné. Donc, en vertu 
des principes ci-dessus établis, l'équation de cette surface 
cylindrique devra résulter de l'élimination de la cons- 
tante a entre la formule 4x +7 V'p°—a*? —= p?, et sa dé- 
rivée prise par rapport à la quantité a. Cette dérivée 
ay 
V” 2 q? 
sultat x? + y? = p?, comme on devait s’y attendre. 
Dans le cas présent, la caractéristique représentée par 
ay 
Ve 


sera la droite verticale qui résulte de l'intersection de 


étant x — — 0, l'élimination donne pour ré- 


0; 


les équations ax +yVp?— a = p, x — 


deux plans infiniment voisins menés par deux tangentes 
perpendiculairement au plan 2Y j 
. Comme les droites caractéristiques seront des droites 
parallèles, il n’y aura pas d’arète de rebroussement. 

2% Application : Surface cylindrique à base quel- 
conque. 

Considérons un plan parallèle à l'axe des z ‘et repré- 
senté par l'équation y = ax + b. Si l’on fait varier les 


ce 
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constantes a et b, ce plan deviendra mobile; et la loi de 
son mouvement sera déterminée si l’on établit une rela- 
tion entre les deux constantes, en supposant par exemple 
b — œ(a). Dans cette hypothèse, le plan mobile, dont 
l'équation prend la forme y —ax + +(a), touchera cons- 
tamment une surface cylindrique qui pourra elle-même 
être représentée par l’équation y = ax + o(&), pourvu 
que l’on attribue à la quantité a, non plus une valeur 
constante, mais une valeur variable propre à vérifier la 
dérivée de l'équation y — ax + o(a) prise relativement 
à cette quantité, savoir, X +9 (4) = 0. 

Pour chaque valeur particulière de a, les équations 
y=ax + o(a) et x + v(a) = 0 réunies, détermineront 
une caractéristique qui sera évidemment une droite pa- 
rallèle à l’axe des z.-Cetie droite, comprise tout entière 
dans la surface cylindrique, se confondra évidemment 
avec la génératrice de cette surface. 

Comme les diverses caractéristiques seront des droites 
parallèles , il n’y aura pas d’arète de rebroussement. 

224. 3% Application : Surface développable. 

Considérons maintenant un plan quelconque repré- 
senté par l'équation z = ax + by + c. Si l’on fait 
varier les constantes a, b, c, maïs en établissant des rela- 
tions entre ces constantes, par exemple, en supposant 
b — (a), c — y(a), le plan deviendra mobile, et la loi 
de son mouvement sera complétement déterminée par la 
nature des deux fonctions » et y. La surface à laquelle le 
plan restera tangent dans toutes ses positions sera ce qu'on 
nomme une surface développable. D'après son mode de 
formation , il est clair que le plan mobile, supposé flexible 
et inextensible, pourra s'appliquer et se plier sur elle, 
sans duplicature ni solution de continuité, et récipro- 
quement qu'on pourra, sans briser la surface, l’appliquer 
et la développer sur ce plan. La caractéristique de la sur- 
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face, qu'on peut aussi nommer sa génératrice, ne sera 
autre chose que la droite d’intersection de deux plans in- 
finiment voisins. Les équations de cette droite seront l’é- 
quation même du plan mobile, savoir , 


z— ax +yq(a) + x(a), 
et sa dérivée, prise relativement à la constante &, savoir , 
o— 47e (0) + xl) 
L'élimination de la constante a entre ces deux équa- 
tions donnera pour résultat l'équation même de la sur- 


face développable. 


Si l’on différentie de nouveau l'équation 
0—=2+ye'{(a) + x'(a) 


par rapport à la quantité a, on trouvera 


— r9"(a) + x'{e). 
Les trois équations 


z2—ax+yp(a)+zx(a), 0o—x+yp (a) + x'(a) 
0— 79" (a) + x”(a), 

déterminent, pour chaque valeur particulière de a, un 
point situé sur l’arète de rebroussement de la surface dé- 
veloppable. Si entre les mêmes formules on élimine a, 
on obtiendra précisément les deux équations de cette arète 
de rebroussement. Ajoutons que si l’on effectue d’abord 
l'élimination entre les formules z—ax +yo(a) + 4(a), 
0o—=x+yp(a)+y'(a), on trouvera pour première équa- 
tion celle de la surface déysleppable, de passe eflecti- 
vement par l’arète dont il s’agit. 

On peut remarquer encore que, pour chaque valeur 
particulière de a, l'équation o = x Et ÿo'(a) + y'(a) 
représente un plan perpendiculaire au plan xy et pas- 
sant par une caractéristique. Fous les plans de cette es- 
pèce touchent évidemment une certaine surface dévelop- 
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pable, et pour former l'équation de cette seconde surface 
il suflit d'éliminer a entre la formule 


0 = x + y? (a) + x'(a) 


et sa dérivée relative à la quantité a, c’est-à-dire entre 
les formules 


0—æ+ yo (a) +x/(a), 07" (a) + x" (a). 


D'autre part il est clair qu’en opérant ainsi on obtien- 
dra une seconde équation de l’arète de rebroussement. 
Donc cette arète est précisément la ligne d’intersection 
des deux surfaces développables. 


A la formule z — ax + y o(a) +y(a) on pourrait subs- 
utuer l'équation générale du plan osculateur d’une courbe 
donnée, ou du plan normal à cette courbe. Soient 


y = (x), 3 = x(x), 
les deux équations de la courbe, et désignons par £, n, € 
les coordonnées variables du plan osculateur ou normal. 
L'équation du plan osculateur sera 


—- x) (dyd?z — dzd?y) + (1 —y)(dzd?x — dxd?z) + (Ê — z)(dxd?y — dyd Ît}== 024 
ou plus simplement 
(E—2)(9/(x)2 (2) 9" (0) (0) — (1) 2 (2) + (€ — 20 (x) 0, 
tandis que l’équation du plan normal sera 
(E— a) de + (1 — y)dy + (L— z3)de = 0, 
ou , en d’autres termes, 
Er + In — (alex) + [Lx (0)]/(e) = 0. 


En conséquence, les plans osculateur et normal, menés 
par le point dont l’abscisse est &, auront pour équations 
respectives 


(Ë—a)[e/(a)x"(a)— 0" (a)x/ (a) —[1—p(a)x" (a) +£— ae") = 0, 
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É—a+f[n—p(a)lg'a + [È— x(a)]x!(a) =: 
Cherchons maintenant la surface développable qui tou- 


che constamment le plan osculaieur. La caractéristique de 
cette surface sera représentée par l’équation 


(E—a)[e'(a)x" (a) —@"(a)x'(a]—{n—e(e)]x" (a) +8 x(a)le”"(a) = 0; 


et par la dérivée de cette équation prise relativement à la 
quantité a, ou, ce qui revient au même, par les deux 
formules 


{(£— a)g"(a)—[r—(a)]} x" (0) —{(E—a)x (a) LE — x(a)] } ga) = 0; 
{(E—a)e'(a)—[n— (a)]} x" (a) —{(Ë—a)x/(a)—[6—xla)] }e"(a)= 0 
Or ces deux équations équivalent aux deux suivantes 


(E— a)g'{a) — [n— cfa] = 0, 
(E— a) x (a) —{& — xe = 0, 


ou, ce qui revient au mème, à la seule formule 


AD es A 
p' (a) x'(a) 
Donc la caractéristique de la surface développable se con- 
fond avec la tangente à la courbe donnée. Il est aisé d’en 





conclure que l’arète de rebroussement de cette surface se 
confond avec la courbe elle-même. C’est aussi ce que dé- 
montre le calcul. En effet, les coordonnées d’un point 
quelconque de larète de tar oussement doivent satisfaire 
non-seulement aux équations 


(E— a)p(a)—[n— (a) = 0, Ë — a)x'(e)—[é — ral = 


mais encore aux dérivées de ces équations prises relative- 
ment à la quantité a. Or ces dérivées se réduisent, l'une 
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et l’autre à 
£ — dd —= 0. 


Si entre cette dernière formule et les équations 


(Ë — a)ea) — [nr — e(e)] = 0, 
Mme est" am 


on éliminé a, on obtiendra les deux suivantes 
7, — g(£), Û — v(é), 


c'est-à-dire précisément les équations de la courbe don- 
née. Quant à l’équation même de la surface développable 
qui touche constamment le plan osculateur, il est clair 
qu’elle résultera de l'élimination de la constante à entre 
les formules 


(£ — a)g'(c) — [r — e(a)] = 0, 
(£ — a)g'(a) — [6 — za) = 0, 
Passons à la recherche de la surface développable qui 
touche constamment le plan normal. La caractéristique 
de cette surface est représentée par l'équation 


$—a+{y—e(a)le"(a) + [E — x(a)] x'(a) = », 

jointe à sa dérivée 

1+[o(a)P+[x'(a)F = [ir — s(e)e (a HE — x{a)] x”(a). 
Or, on satisfait à ces mêmes formules en prenant pour 
E,n, € les coordonnées du centre du cercle osculateur de 
la courbe proposée. Donc ce centre se trouve situé sur la 
droite avec laquelle se confond la caractéristique de la sur- 
face développable. J’ajoute que cette caractéristique et le 
rayon du cercle osculateur se coupent à angles droits. En 
effet, si par le point qui sur la courbe a pour abscisse la 


quantité a, on mène une parallèle à la caractéristique de 
la surface développable , cette parallèle sera représentée 
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E— a + [s —c(a)ole) + — xa)/(e) = 0, 
Cr — ea) g"(a) + [£— za) x" (a) = 0: 





ou, ce qui revient au même, par la formule 
cd » P 


nt Cet CN | 


Tax a) =? (a)x/ (a) Te 


=) — 
Donc cette parallèle sera perpendiculaire au plan oscula- 
teur, et par suite au rayon du cercle osculateur, autrement 
nommé rayon de courbure, ce qui entraîne la proposi- 


a 


tion énoncée. 


Si entre les équations 


Ë— a + [n —ao(a]p(a) + [é — x(a)] x'(e) = 6, 
[x — e(a]?"a) + K— x(a]lx"(e) = 0, 
on élimine la quantité a, on obtiendra précisément l’é- 
quation de la surface développable qui touche eonstam- 
ment le plan normal. Cette équation appartiendra en 
même temps à l’arète de rebroussement de la surface, et 
pour obtenir une seconde équation de cette arète , il suf- 
fira d'éliminer de nouveau la quantité a entre l'équation 


1 +[g'(a)F +[x'(a)F = Cr — pale" (a) 4+T£— x{a)|x”(a) 


et sa dérivée prise relativement à cette quantité, savoir : 
3 [@’ (a)@”(a) +-%/(a) x” (a)]={1—p(a)|g"(a)+{ — x{a)}x" (a). 


Nous avons vu que si x, y, z représentent les coordon- 
nées d’un point queléonque de la développante, et £, n, € 
les coordonnées d’un point quelconque de la développée, 


ON à 


(£ — x) dx + (1— y) dy +(C — 3) dz = 0, 
(E— x; dx + (1 — y) d'y +(C— 2) d2z= dx?+ dy? + dz?. 
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Par conséquent si l’on élimine x, y, z entreces dernières 
et les formules y—v(x), z—}y(x), onobtiendra en £, n, €, 
l'équation de la surface sur laquelle se trouvent situées 
toutes les développées de la courbe représentée par ces 
mêmes formules. 

Or l'élimination dont 11 s’agit donne évidemment 


le même résultat que celle de la quantité & entre les 
formules 


Ë— a + [y —@œ(a)] p{a) +[é — x(a)] x'(a) = 0, 
14 [@'(a)F + [x'(a)P =[r — e(a)o"(a) +[£— xfa)|x"(a). 


Donc la surface développable qui touche constamment le 
plan normal à une courbe quelconque, est en même temps 
le lieu de toutes ses développées. On arrive encore aux 
mêmes conclusions par les considérations suivantes. 

Si l’on fait rouler sur une surface développable le plan 
tangent à cette surface, avec plusieurs droites menées par 
un point pris à volonté dans ce plan, pendant que le point 
décrira une courbe dans l'espace, chaque droite tracera 
évidemment sur la surface une développée de cette courbe. 
Donc la surface sera le lieu de toutes les développées, et 
le plan tangent, passant par les tangentes aux dévelop- 
pées, ou, en d’autres termes , par plusieurs droites nor- 
males à la courbe décrite, se confondra nécessairement 
avec le plan normal à cette courbe. 


295. 4° Application : Surface qui enveloppe l’espace 
parcouru par une sphère dont le rayon demeure cons- 
tant et dont le centre se meut sur une ligne donnée. 

Supposons d’abord que le centre de la sphère se 
meuve sur l’axe des x; si l’on désigne par a l’abscisse de 
ce centre, l'équation de la sphère mobile sera de la forme 


a) JC 02, 


et si à cette équation on Joint sa dérivée prise relative- 


CRUE. 


30 
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ment à la quantité &, savoir, 
TL 4 —— O0, 


on obtiendra les deux équations de la caractéristique de 
la surface enveloppe. L’élimination de & donne, pour 
l'équation de cette même surface, 


J +2 —=6e?; 
donc la surface enveloppe sera, comme on devait s’y at- 
tendre, un cylindre droit qui aura pour axe l’axe des x, 
et pour base un cercle déerit d’un rayon p égal à celui de 
la sphère. 

Les différentes caractéristiques étant des cercles paral- 
lèles, compris dans des plans perpendiculaires à l'axe des 
x, il n’y aura pas d’arète de rebroussement. 

Supposons, en second lieu, que le centre de la sphère 
se meuve sur une courbe plane tracée dans le plan xY. 
Si l’on désigne par 

r = ?(x) 
l'équation de cette courbe, celle de la sphère mobile sera 
de la forme 





(r — a)3+ [y — @(a)l za 


si à cette équation l’on joint sa dérivée par rapport à a, 
saVOIr : 
x —a+ {y —@(a)] g'(a) =o, 


on obtiendra les deux équations qui représentent la ca- 
ractéristique dé la surface qui touche constamment la 
sphère mobile , et que l’on nomme surface canal. Enfin, 
si aux équations 


(x — a)+[y—e(a)f+ ze, 2 —a+[y—e(a)le(a)= 0, 
on réunit la dérivée de la dernière par rapport à a, savoir, 


1 +[o'(a)P— [r — g(a)] e"(a) = 0; 
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on aura en tout trois équations qui détermineront les co- 
ordonnées d’un point situé sur l’arète de rebroussement 
de la surface canal. L’équation de cette surface résultera 
de l'élimination de a entre les formules 


(@— a) + {y —e(a)P+z=p, x —a+Ty—c(a)le(a) = 0. 
Quant aux équations de l’arète de rebroussement, il suf- 
fira pour les obtenir de joindre à l'équation de la surface 


canal celle que l’on obtient en éliminant a, entre les 
deux équations | 


æ—a+[ y—o@(a)]g"(a)—0, 1+[e"(a)P—[r —o(a)le"(a)—= 0 
Cette élimination conduira à l'équation d’une surface 
cylindrique verticale, dont l'intersection avec la surface 
canal sera précisément l’arète dont il s’agit. 

Supposons, en troisième lieu, que le centre de la sphère 


se meuve sur une courbe à double courbure représentée 
par les deux équations 


Fr =g(x), 3—= xx); 
la sphère mobile , représentée par la formule 


(t— a) +[r— g(a)F +2 —x(a); — e?, 
parcourra un espace dont l'enveloppe sera encore une 
surface canal. De plus, comme la dérivée de cette der- 
nière équation relative à la quantité &, savoir, 


æ—a+[y—@(a)le" (a) +: — xa)lx"(a) = 0, 


est l’équation même du plan normal à la courbe décrite 
par le centre de la sphère mobile, il est clair que la ca- 
ractéristique de la surface canal sera précisément le cercle 
qui résulte de l'intersection de ce plan normal avec la 
sphère. Si entre les formules 


(@—a)+[r—o(a) +{z—x(a) =, 


æ—a+{|y—çœla)|g'(a) +[z— y(a)|x'(a) = 0, 
DO 


468 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 


on élimine a, on obtiendra l’équation de la surface eanal. 
Si l’on élimine la mème quantité a entre l'équation 


z— a-+{y —@(a)le (a)+[— x(a)1x'(a) = 0 


et sa dérivée relative à a, savoir, 


1 + [eg (a)P +[x'(a)f =Ur — o(a)le" (a) +[z —x{a)] x” (a), 


on obtiendra l'équation de la surface développable, que 
touche constamment le plan normal à la courbe des cen- 
tres. Enfin, toutes les fois que la surface canal sera ren- 
contrée par la surface développable, la courbe d’intersec- 


tion de ces deux surfaces sera l’arète de rebroussement 
de la première. 
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Equations aux dérivées partielles des surfaces enveloppées et des 
surfaces enveloppes. 


226. Considérons la surface représentée par l’équa- 
üon u — 0, et supposons d’abord que la fonction « ren- 
ferme, avec les coordonnées x, y, z, les deux paramè- 
tres a et b — p(a); en sorte qu’on ait, par exemple, 


LG Tr) | 


Si l’on fait varier la constante a, la surface dont il s’agit 
deviendra mobile, et parcourra un espace dont l’enve- 
loppe sera une nouvelle surface représentée par l'équation 
qui résulte de l'élimination de & entre les deux suivantes 


du 


sr Ie 


HeT0; 


Cela posé, on reconnaît facilement que les équations 


mA du du ns du du 
u — O0; PDP 9 Pr VE DA 


appartiennent à l’une des surfaces enveloppées, lorsqu'on 
attribue à la quantité & une valeur constante, et à la sur- 
face enveloppe, lorsqu'on attribue à la quantité a une 


! à PU R du 
valeur variable propre à vérifier la formule Tr = 0e 
[#A 
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Donc, si entre ces trois équations 
du ÿ du du pe du 
LH —==10 Fe 0) — 7 — 
MP AVAST 1% 

on élimine a et o(a), on obtiendra une équation aux dé- 
rivées partielles en x,7y,z,p,q, qui appartiendra en 
même temps à la surface enveloppe et à chacune des sur- 
faces enveloppées. 

Exemple : Supposons que la surface représentée par 
l'équation u — o soit une sphère dont le rayon p de- 
meure constant et dont le centre se meuve sur une courbe 
comprise dans le plan xy. L'équation # — o sera de la 
forme 

(@— a} + Cr — e(a)f + 7 =8. 
Dans la même hypothèse, les deux dernières équations 


du du du du 
de 0 Pie UN id EE 
se réduiront à 

Z—4a+pz—=0, Y —@Q(a) + qz—=0o. 

Cela posé, l'élimination de a et de o (a) entre les formules 
(x — a} + Ur — (a) + 2? = p?, 
X—a+pz—=0, Y — Q(a) + gz —=0, 
produira l'équation aux dérivées partielles 

(Pr + g+i)z = p?, 


qui appartiendra non-seulement à la sphère mobile, maïs 
encore à la surface canal circonscrite à toutes les sphères. 

Supposons maintenant que l'équation & = o renferme 
avec les coordonnées «, y, z, les trois paramètres 
a, b—o(a) et c— (a), en sorte qu'on ait, par exemple, 


u=Sf\x, 7,2, a, Q(a),x(a)l: 
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Si l’on fait varier la constante à, la surface représentée 
par l'équation & — 0 deviendra mobile, et pour cette sur- 
face mobile, ainsi que pour la surface enveloppe de l’es- 
pace qu’elle traverse, les valeurs de x, 2 Z,P, q Satis- 
feront à la fois aux trois équations 


du Je du du ‘3 du 
=== NO HE —— = O ET emo, Na) 
We a ? 1% 
Supposons, que ces mèmes équations étant résolues par 
. rapport aux paramètres &, o(a) et 7(a), on en tire 


MU, o(die= Viir(a)=W, 


U, V, W étant fonctions des seules variables x, 7,2, p, q, 
et par suite 
D HOW = LU 2 NW DIV): 


On pourra donc obtenir, dans le cas que l’on considère, 
trois équations aux dérivées partielles du premier or- 
dre, doni chacune appartiendra également à la surface 
mobile et à l'enveloppe de l’espace qu’elle parcourt. Pour 
former ces mêmes équations, il suflira d'établir une liai- 
son arbitraire entre deux quelconques des trois quantités 
variables U, V, W. Par conséquent, chacune des équa- 
tions dont il s’agit renfermera une fonction arbitraire. 
Telles sont effectivement les fonctions ©, y, d dans les for- 
mules précédentes : V — o(U), W = y(U), W=4d(V). 

Au reste, comme la fonction arbitraire y (a) peut être 
censée déduite d’une équation de la forme 


a fa, e(a), x(a= 0, 


la caractéristique & indiquant elle-même une fonction 
arbitraire, il est clair que pour la surface enveloppe et 
pour ‘chacune des enveloppées, les valeurs de x, y, 2, p, q 
satisferont encore à l'équation aux dérivées partielles 


a(U, V, W}=x 0° 
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Cette dernière équation comprend les formules 


V=olU), W—z(U), W—4(V) 
comme cas particuliers. 


Si l’on différentie l’une de ces équations 
V=q(U);, W=/U), W— LV) me ME, 


par rapport à x, 2° par rapport à y, on obtiendra deux 
équations qui renfermeront les dérivées des fonctions 
?; X, You sw, et desquelles on pourra déduire, par l’éli- 
mination de ces dérivées, une équation aux dérivées 
partielles du second ordre. Ainsi, par Sen oie en diffé- 


rentiant l'équation V = o(U), 1° par rapport à x, 2° par 
rapport à y, on trouvera 


OU À (ER À / 4U a Le dU 
a tartare (+ pe den 


‘ nu I a dÜ LP ABANTE ) 
—— —\ — rar = 0 Pere —— —— ; 
TT dt a \oy LA C0 


et l’on aura par suite, en éliminant ® (U), 


ANAL AY ARE \ AE aU AUX 
ie a 7 Z de, 1 dp an 


MATE . se + LR ms +9) 
— + r +—s); 
\ dy a ? 5 gt) dq 


ou, ce qui revient au même, 


dV \/dU  dU av, dV \fdU du 
eo AIRE à ) + dz 1) (+ da 1 )! Gran ) | 
dV{dU. dU ar dV ‘Jr + [Etes dv ;) dU dl 
+ DR EUR dz a) dp dz a) dg\dx Ÿ dz! aa tE 
dV[dU_, dU \ dU/dV  dV \  dU/aV. da dV /dU__dÜ 
HS 7 dq \dy 20 dp dx wa (à. a] 
{dV dU _ dVdU\ 


Cap dj — dj (ré — 52) — 0! 


en 


du 
75 drdz! in FRE EU des P1 ia dé “gr (ae 4 dzda 
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La formule précédente est l’équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre, qui appartient en même temps à la 
surface enveloppe et à chacune des enveloppées. Cette 
équation ne renferme plus de fonction arbitraire, et elle 
a cela de remarquable, qu’elle est linéaire par rapport aux 
quatre quantités 7,5, L, TL — 5. 

On pourrait tirer immédiatement des équations 


du du du du 
na 


Hz 0, Arr Ps FRE LE 


0; 


une formule équivalente. En eflet, si l’on différentie la 
seconde et la troisième de ces équations, 1° par rapport 


à x, 2° par rapport à y, en y considérant a comme une 
fonction des variables x et y, on trouvera 


du ta d'u are d?u d'u \ da 
des dr! ps 7 NUE D) dx — 


du d?u d?u du ( d'u d?u \ da 


du 
DEC er+( 


Hi de dz? HA UOTE rat Dr 
d?u du d?u d'u d’u\ da 

jee 
d?u d'u d?u du d?u\ da 
dy? dydz de T de MERE 


Or on conclura des quatre équations qui précèdent, 
° en combinant la première avec la quatrième 


ON 





/ du d’u d?u mr) (TE d?u d'u, 


dy? or e 
d?u d?u (a d?u da da 
mnt Na +1 iles 
dxda dzda ) \dyda dzda j dx dy 


2° en combinant la seconde avec la troisième, 





d?u d?u Re d?u LE du M 
(LE M at dAUAT D 
/ d?u d’?u\/f d?u d'u \ da da 
= (+ p— q 
Gr dia ) \dyda  TŒda ) dx dj 


FETE 


0; 


0, 
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On aura donc par suite 


‘d?u d?u ,d?u du\ /d?u x d?u 2 d?u du\ 
| … TP re Par a )\ar Tet 1G, ) 
d?u d?u d?u 


% na d?u =) 4 
drdy Payez Tres gs MNT °: 
ou, en développant, 


d?u 
(ES ie tr dz° a (Ru d 





d'u d?u d°u 

Hate dz° &)- a Paz Tardr Part, 

du d?u d'u d'y d?u d'u dut: d'u 
+27 aq ) as dxrdy Tr Paydr +R PES + ( m4 ET PUES +) 


ee (2) (rt—s) = o. 
Sous cette forme on reconnaît immédiatement qu’elle est 
linéaire par rapport aux quatre quantités variables r, 5, £, 
rt—s?. Si de cette dernière formule on élimine a, o(a) et 
x(a) par le moyen des équations 


du du du Sur du ; 
De PET 0) OUT ARE 


== O, 


on obtiendra entre x,Y, z, p, q, r, $, t une équation aux 
dérivées partielles du second ordre qui ne diflérera pas 
de la formule déjà obtenue 

%. Exemple. Supposons que l'équation & = o soit 
celle d’un plan et se réduise à z — ax +yo(a) + y (a) 


les formules 


du du JE à du du Aè 
dx FR qe PVO 


30 
deviendront 


DRE — @ (a). 
En les combinant avec l'équation 


2= ax + yQ(a) + x(a), 
on en conclura 


3 — px — 4ÿ = x(a). 


[#14 
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On aura donc, dans le cas présent, 
UP Ve gi W EE pirS pesriq. 
Par suite les valeurs de x, y, z, p, g, relatives soit au 


plan mobile, soit à la surface qui le touche constamment, 
vérifieront les équations aux dérivées partielles 


g=@(p), 2—ps—gy= x(p), 2 — px — gr = (g); 
(P; 4 3—px — qy)} = 0. 
| Si l’on différentie la première de ces équations, 1° par 


rapport à æ, 2° par rapport à y, On en tirera suCCessi- 


vement 
s —rp (p}; 4 t—s@ (p}; 


puis, en éliminant ®"(p), 
PLIS 
Telle est l’équation aux dérivées partielles du second 


ordre qui convient à toutes les surfaces développables. 
Lorsque dans l'équation 


LE A10 
les variables x, y, z sont séparées, on à 
d?u d?u d?u 
a a Em Or = O > 
dydz  dzdx ? dxdy T1 ? 
et par suite En 
lu d?u d°?u d°u d?u d'u KLE 
ls Grds “al a) dy? da Fran dz*° ms) Gr GE PS me) 


.d°u 


,d’u ?u u 
|" Gr a + dz° a) (a Pare dydz PS = )-+( dx PP dz° 


10) CES 








“duit à 
| Ce Dore , d’u d?u 
dy? dy° Fe Te de 


SE /d?u u\ d'u ; ‘d?u | ‘du \? 
— res D ——— | RP ff 2 | — 
PE t Fr) | 2pq57 + ee Fu / Le pi AU) (7 SJ 40! 
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Si l’on suppose en outre que l'équation # = 0 soit li- 
néaire par rapport à Æ, y, Z, On aura encore 


d?u à ARE d?u 
dx? ? dy? ? dz 


— 0; 
. » La re ® ve 27 D: 2 
ce qui réduit l’équation précédente à 74 — $ — 0. 
pme Exemple : Supposons que l'équation u — 0 soit 


celle d’une sphère décrite d’un rayon constant p, et se ré- 
duise à 

(x — a)? +{y —e(a)} +[z—x()F = re; 
les deux formules 

du du du du 

L==0 HN ei a ar 

deviendront 
æ—a+[z—x{(a)]p =0, y —e@(a) +[z:—x(a)]g = 0. 

En combinant celle-ci avec l'équation de la sphère, on 
trouvera 

















z—a _y—@(a)_z—x(a) _ P 
Ge dE nt 0 | nie ET D à 
P q rs VpP° + qg° +1 
et par suite 
a =T HE P 
Vp° +9 +1 
PR) =r Fe £ 
Vp?+qg +1 
I 
x(a)= 2 Ep ————. 
Vp?+g +1 
On aura donc, dans le cas présent, 
ic 200 PP 
V/p+q +1 
Ni y ONU 
— Ÿ + , 
PER" ET 
AND 3 “rie 
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Il en résulte que les valeurs de x, y, z, p, q, relatives, 
soit à la sphère mobile, soit à la surface canal qui enve- 
loppe l’espace traversé par cette sphère, vérifieront les 
équations aux dérivées partielles 


ANR A à 5, CP 

DEL E=x(cre), 
e 4 Fq \ 

—- M LR: 


R désignant, pour abréger, le radical V/p° + @ + 1. 
Quant à l’équation 

















d?un d?u d?u d?u ut d?u d?u 
dx? TEE dy? dz? de dz? dr? 
| a d'u d?u ,d°u {du 2 
! LAS A 2e 2 
el" En on wr ne Pal et ‘ln 


elle prendra, dans le cas présent, une forme très simple. 
En effet, en vertu des équations 


du 4 du du 
m=?6—-a), 7 2{y—p(a)], = 23 — x(e)], 


dx 
FAX TAN d'u CI EN 
HAS |? SL dz? ô 


elle se réduit à 
Bag +illas +17 2pgs + (p°-a)dfs—x(e) + (rtf 3— ya) — 0. 


Si l’on remet au lieu de z—y(a) sa valeur tirée de la for- 
mule 


x—a _ y—@(a) z— (a) a ci P 








PRO QT ar Var 


etque l’on fasse, pour plus de commodité, R— Vp+g + , 
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on aura définitivement ‘ 

PH Qi) 2pgs + (pr) (rs) 0, 
ou, ce qui revient au même, 

/ R? R 

PQ) (NET ra EG 


On obtiendrait précisément la même formule en subs- 
tituant dans l'équation qui donne les rayons de courbure 
principaux 


(p+g+1)Q@ ÆE{(p+1)t— 2pgs +(q+1)r]Q ris 0, 


. ._y R SR : r 
au lieu de la quantité Q, sa valeur + — tirée de l'équa- 
f 
. VF I Q L Le < LJ 
tion ED Or, dans l'équation qui donne les rayons 


de courbure principaux, p désigne un rayon de plus 
grande où de moïndre courbure, tandis que dans l’équa- 
tion aux dérivées partielles qui précède, p désigne le rayon 
de la sphère mobile; donc il résulte de cette formule, 
qu'en chaque point de la surface qui enveloppe l’espace 
parcouru par la sphère mobile, l’un des rayons de plus 
grande ou de moindre courbure est égal au rayon de la 
sphère dont il s’agit. 

227. On peut déterminer les fonctions arbitraires que 
renferme l'équation d’une enveloppée, de manière que la 
surface enveloppe passe par des directrices données’, ou 
soit circonserite à des surfaces données. 

Soit toujours # — 0 l'équation de l’enveloppée mobile, 
et supposons d’abord que la fonction w renferme avec les 
coordonnées x, y, z les deux paramètres & et(a). Pour 
déterminer la fonction +, il sufhra de supposer que l’en- 
veloppe doit passer par une directrice donnée ou être cir- 


— 
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ÿ 
conscrite à une surface donnée. Soient, dans la première 
hypothèse,  — 0, w — 0, les équations de la directrice. 
Cette directrice devant être tangente à chacune des enve- 
loppées ; les valeurs de dx, dy, dz, tirées de ses équations, 
devront satisfaire à la différentielle de l'équation « — 0, 
et par suite on aura, pour chaque point de la directrice, 





non-seulement les équations 4 = 0, PV —0, w—= 0, mais 
encore la formule | 


lu do dw du dv dw du dv dw du dv dw du dv dw du do dw 


—— — ———— —  — — — — —— ©  —— — 


dard drddy dy dr DE AG de dx dy . dz dy dx 


Si entre ces quatre équations on élimine x, y, z, on ob- 
tiendra une équation de condition entre a et o(a), que je 
représenterai par À — 0, et qui déterminera la forme de 
la fonction 9. Si, à l’aide de cette équation de condition , 
on élimine de la fonction u—0 le paramètre 9 (@), l’équa- 
tion résultante représentera une surface déterminée pour 
chaque valeur particulière de la quantité a, et en faisant 
varier cette quantité, on aura une surface enveloppe éga- 
lement déterminée. 

Supposons maintenant que l’enveloppe doive être cir- 
conscrite à une surface donnée représentée par l'équation 
» — 0. Cette dérnière surface sera tangente à chacune des 
enveloppées, et, comme deux surfaces qui se touchent en 
un point ont nécessairement en ce point la même nor- 
male, il est clair que les coordonnées x, y, z, du point 
de contact, vérifieront non-seulement les équations u—0, 
v = o, mais encore la formule 


du du du 
dx dy dz 
dv do do 


dx dy dz 


Si entre ces quatre dernières équations on élimine x, y, z, 
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on obtiendra encore une équation de la forme À = 0, A 
étant une fonction desdeux paramètres a et o(a). La nature 
de la fonction o étant déterminée par la formule À = 0, 
on achèvera le calcul comme dans l'hypothèse précédente. 
Si l'équation u—0 renfermait trois paramètres a, o(a) et 
x(a), alors, pour déterminer les deux fonctions o et y, il 
faudrait connaître deux directrices de la surface enveloppe, 
ou deux surfaces courbes auxquelles cette surface enve- 
loppe doit être circonscrite. En opérant comme ci-dessus, 
1° pour la première directrice, ou la première surface 
courbe donnée; 2° pour la seconde directrice, ou la se- 
conde surface courbe, on obtiendrait deux équations 


AUS OC ME NO 


dont les premiers membres À et B renfermeraient seule- 
ment les trois paramètres a, (a), y(a). Ces deux équations 
sufliraient donc à la détermination des fonctions pet y. 


La même méthode peut être évidemment étendue au 
cas où l'équation u — © renfermerait plus de trois para- 
mètres dépendants les uns des autres. 


228. Cherchons par cette méthode l'équation de la 
surface développable qui passe par deux directrices don- 
nées. Désignons par x:, Y1, Z1 les coordonnées de la pre- 
mière directrice, et par X:, Ye, Z° Celles de la seconde. 
Soient v, = 0, W1 — 0, les équations de la première di- 
rectrice, et #2 — 0, Ww, = 0, celles de la seconde. Enfin, 
concevons que les points (Xi, Yi, Z1), (Xas Yes Ze), se 
trouvent sur une même caractéristique ou génératrice de 
la surface développable, et désignons par x, y, z les coor- 
données variables de cette génératrice. Le plan qui tou- 
chera la surface développable suivant cette génératrice , 
passera par les tangentes aux deux directrices. Par suite, 
si la perpendiculaire à ce plan forme avec les axes les angles 
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À, 4, v, on aura simultanément 


(Tr 7 La) COSA + (y: — Ya) COSpe + (21 — 2) COS» —'0, 
COS AT, + COSudY; + COSYdz,; —= 0, 


cos Adx, + cosudy, + cosrdz, — 0. 


On en conclura 


(tr, — x) (dy;dz, — dy;dz;)+(Y1—Y2)(dzidx, — dz,dx,) 
+ (2: — 2) (dx,dy, — did y 2) #0 


Cette dernière équation, lorsqu'on y substitue pour 
dx,, dy,, dz,, dx:, dy:, dz,, leurs valeurs tirées des 
formules ”, —0,w,=0,/ —=0, #%—=0, établit une rela- 
tion nouvelle entre les six coordonnées x,,y,, z:,X%, Ya, Ze. 
Si aux formules précédentes on réunit les équations de 
la génératrice de la surface développable, lesquelles se 
trouvent comprises dans la formule 


on aura en tout sept équations entre les quantités 


Ty Vo 7, Lis Vis Brio Lo Va 22 5 


et si l’on élimine les six dernières, on obtiendra en 
x, Y, z l'équation même de la surface développable. 


299. De la surface développable circonscrite à deux sur- 
faces données. 


Désignons par x,,Y,, Z,: Xe, V2, Z2, les coordonnées va- 
riables de deux surfaces données ; et soient #, —0, v,—0 
leurs équations respectives. Si les points (x,, y,, z,), 
(Lo, Vas Z2), Se trouvent sur une même génératrice de 
la surface développable, les normales menées aux surfa- 
ces données par ces deux points seront perpendiculaires 
au plan qui touche la surface développable suivant la gé- 

LL 8 31 
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nératrice dont il s’agit; -et l’on exprimera que ces nor- 
males sont non-seulement parallèies entre elles, mais en- 
core perpendiculaires à la génératrice , en posant les trois 
équations comprises dans les formules 


dy, de, dv, 
dx, APT Er 
dos Te dell” dv, î 


Un AE T'drs 

















| dei dv, 
ru (Yi + Ja) 3: + (3 FT Z2) po 





Es)0, 


Si entre les formules qui précèdent et les équations de la 


génératrice, SAVOIT , 


on élimine les six quantités x,; y,,2,, X+, Y», 2». on 
obtiendra en x, y, z l'équation mème de la surface déve- 
loppable. 

Si l’on se proposait seulement de trouver la courbe de 
contact de la surface développable avec l’une des deux 
surfaces données, par exemple avec la première, il sufi- 
rait de joindre à l'équation #, — o celle qui résulte de 
l'élimination des coordonnées x,, y:, z. entre l’équa- 
tion ”, — o etles formules 


dy, dv, dv, 
dx, dy; il dz, 
do, dv, de, 
dE RUE dz, 
dv, dv, 


HV Ya) + (2 —32, 7 to 











dv, 
dx, 





(&: — #3) 


Exemple : Surface développable circonscrite à deux 
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sphères ou à deux ellipsoïdes semblables, dont les axes 
sont parallèles. 


Calcul pour deux sphères. Soient 


hp Lo mi Eh + 2; Ep (æ, — &o) + (32 Fe)? #22 HA 20) —=p}, 





les équations des deux sphères. 
On aura 


Tr EL ÿz Le Zï 
T3 — Lo F4 ae Z» — Zo 





y la + YrVa HE EE 
On en conclura 


Li — Lo ro #27 fo RTE Po LP — (Lot Yo) 12031) 
Ti Ji 2 ar p? ÿ 


et par suite 
Lo Er YoYr E 72 — P(P pi). 


La dernière équation est celle d’un plan qui renferme la 
courbe de contact de la surface développable avec la pre- 
mière des sphères données. 


LCD À Er— 


5 HAS 
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Principes élémentaires du calcul des résidus. 


mt 


4. Lorsqu'une fonction f(x) de la variable x ne de- 
vient pas infinie pour une valeur particulière x,, on 
peut la développer suivant les puissances ascendantes en- 
tières et positives de la différence x — x, = €, et l’on 
trouve, en faisant usage de la formule de Taylor, 


4 





— %; \? y} (x—x;)" 
an OL ER EE (rc — 20 
1.2 ) Fe) To kg Ces | 


Pc (x:) He a)f + 
ou, ce qui revient au même, 


fat)=fe)+f'a)+ fe) 


TX 
€ 


Ft ads (nn) de es 


* 
ag PU (a 6e). 
Alors aussi le coeflicient de la première puissance de 
x — x,, ou de €, est la valeur que prend le cofficient 
différentiel ou la dérivée de la fonction f(x), quand on 
Y fait x — Lyc 

Mais si la fonction f(x) devient infinie pour X = Li, 
ou si x, est une racine de l'équation f(x) = ©, 

I 
f(x) 


qui précède, et l’on est forcé de lui en substituer un autre, 


— 6, on ne peut plus faire usage du développement 
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toujours ordonné suivant les puissances ascendantes de € 
mais qui renferme des puissances négatives. Ce dévelop- 
pement s'obtient très facilement en procédant comme il 
suit. 

2. La valeur particulière x, peut être une racine sim- 


ple ou muluple de l’équation — 0; X, sera une ra- 


f(x) 


cine simple, et l'équation — 0 sera dite n’avoir qu'une 


I 
a 
seule racine égale à x,, lorsque le produit (x — x,) f (x) 
ne deviendra pas infini pour x — x,. On dit, au con- 
traire, que x, est une racine multiple de l’ordre m, m 
désignant un nombre entier, ou que l'équation G ec 
a m racines égales à x,, lorsque le produit (x —x;})" f(x) 
obtient pour x = x, une valeur finie différente de zéro. 

Posons, dans cette dernière hypothèse, qui renferme la 
première comme cas particulier, 


(x — 2,)" fx) = f(x), 


la fonction f(x) conservant une valeur finie pour x == x;, 


f(x +e) = f{x, + 6); 


on pourra développer f(x, +) suivant les puissances as- 
cendantes et positives de €, et l’on aura 


Fee) = fa) el) + 


e2 TS LMTQEE ) 


SL'(a). 





SUR ta (m—1) 


RMC “Li 0e) 





lt D ee 


d’où l’on tire, en divisant par £”, et ayant égard à l’équa- 

















f(x, 
tiou f (Xi: + €) — Nes 
f(x, my 1 f(x, 1 f(x, 
He EU #7 + + LE : ne 
1 fn — I (x) LPC +0 €) 
4 11918 2. {m1 an 1.2.3...m 


S1 mn est égal à Funité, ou si x est une racine simple de 


2 
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l'équation 7a — 0, cette équation devient 
f(x, f/(x f” 
fat= + See + US +... 


F del 4 | 
Dans tous les cas le coeflicient de — est ce que M. Cauchy 
€ 


a appelé le résidu de la fonction f (x), correspondant à 
la valeur particulière x, de la variable x. Ce résidu sera 
donc, dans l'hypothèse d’une racine simple, f(x); dans 


r1 ëse d’ GR 2 
hypothèse d’une racine multiple, ———;— 
1.2.3...(m—1) 
pourra toujours le calculer, en formant la fonction 
f(a) = (x — a)" f(x), 
que lon différentiera ensuite m1 — 1 fois, pour y faire 
x = Xi. f”"—'(x;) est évidemment aussi ce que devient 


, et l’on 


es Te f(x, +e) 


fine 9 (a, 2 0) nt 


lorsqu'on y fait e — 0. L'équation f(x,+<) —=e"f (aie) 


donne d’ailleurs 


dm f(x, +e)  dffla+e)}. 





TU Te dar 7 


‘on aura donc 
dm [ef +] 


denmTx ? 
PO | he nie PASSES 


1.2.3...{m—1) 1:2.3...(m—1) DETTE? , 


Fe) lim: FORT, + e)—lim. 


de sorte que le résidu de la fonction f (x), relatif à x = 24, 
est ce que devient l’expression 


I damien f(x, +:)] 
1.2.3...(m—1) dem: 


lorsque, après la diflérentiation, on pose € = 0. 
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3. Exemple : 1° Soit 


Aa x +1 : 
A0 Mer (t—1)(r +1) 


cette fonction devient infinie pour x — 1, mais le pro- 
duit 
LT? +I 


@— 1) fe) = = = f(x) 


æ #1 


conserve une valeur finie. Le résidu de la fonction f(x), 








3 feu 
correspondant à x = 1, sera dès-lors {(1) ou TPE — 1%, 
Le résidu de ceite même fonction, correspondant à 
x —= — 1, s’obtiendra en formant le produit 

x? + I 

z+i)f(x) = ———, 

+ fe) = LT 
et faisant TL ST, 

. 2 
ce qui donnera ENCRES 
ee 
1 
ge Exemple : idée 
cos x 


/ 


L] . L] L2 TT L2 
Cette fonction devient infinie pour x = 5; Mais le pro- 
F 
F4 ss Le 


. 2 . # . LA ® Lé O 
FL 5 14 Se qui prend la forme indéterminée =, conserve 
CoSx ? 2 


k: ss T7 É. : 
néanmoins pour # —- une valeur finie que l’on obtient 


en prenant la dérivée du numérateur et du dénominateur. 
Cette valeur finie et égale à l’unité est le résidu de la 


. I 1 
fonction —— correspondant à x = —. 
cos x 2 


3% Exemple : 


EEE; 
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on a 
(Poe 2 12 ft) PC) 22 CNRS 
et — 2 est le résidu de cette fonction relatif à x —=—71. 


4. Lorsqu'une fonction f(x) devient infinie pour une 
série de valeurs particulières x, X:, X3,... X,, On peut 
prendre le résidu, ou successivement par rapport à tou- 
tes les racines, ou partiellement par rapport à quelques- 
unes seulement. On appelle résidu intégral de la fonction 
f(x) la somme des résidus de cette fonction relatifs aux 
diverses racines réelles et imaginaires de l’équation 


I ; x Le UNE 
-—=—=0.L’extractiondes résidusest l'opération par laquelle 


f(x) 


on les déduit de la fonction proposée. On indique cette 
extraction à l’aide de la lettre initiale fa qui sera consi- 


dérée comme une nouvelle caractéristique analogue aux 
caractéristiques d, f, 2; et pour exprimer le résidu inté- 


f 


gral de f(x), on place la lettre € devant la fonction en- 


tourée de doubles parenthèses, ainsi qu'il suit: 


É ((F(æ))). 


Pour indiquer le résidu, par rapport à une valeur parti- 
culière x — x,, on remplacera la fonction f(x) par la 
fonction identique 


&—2)f@  C—a)f() 
(x — x) (x — x,)" 








?, 


et l’on mettra entre deux parenthèses, sous le signe ai la 


différence (x — x;) ou (x — x:)" placée au dénomina- 
teur ; le résidu sera donc indiqué par l’une des notations 


£eE=a)/@ pE-2)/( 





ea) ? T (G=zr) 





QUARANTE-UNIÈME LEÇON. 489 
Pour indiquer le résidu pris par rapport à certaines va- 
leurs particulières x1, %2, X3,..., on se servirait de la 
notation | 
éd! (x — x;) (x — Z,) (x— x3) f (x) 
(((x—x)(x — 2) (x — x3))) 
Lorsque la fonction f(x) se présentera sous la forme 
. . al - . 
fractionnaire f(x) — 2, et que nous voudrons indi- 
PE 
quer la somme des résidus relatifs aux racines de l’équa- 
tion 4(X) = 0, nous écrirons 


EE p (x 
re] (xt) ” 
appliquant ainsi les doubles PERS à la fonction (x). 


Au contraire, la notation 


Ex) 


x(x) 
représentera la somme des résidus de f(x) relatifs aux 


seules racines de l'équation — 0, et l’on aura identi- 





g (x) 


quement 


(x)\ (x) "((e(x))) 
CUen= (EE) Ées + Te 


De même, si l’on suppose y (x) — A(x)u(x), les deux 


notations 





VAE (æ) g(x) 
CG) C OTPENE 


exprimeront, la première la somme des résidus corres- 
pondants aux racines de l’équation À (x)—o, et la seconde 





la somme des résidus qui correspondent aux racines de 
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l’ 4 > EAU , £ L: , , Il 
équation (x) — 0; en sorte qu'on aura généralement 


fi ea Lo ne mie) __ @(a) 
ÉrOO) = CG) * CONS 
De même encore, si l’on suppose o(x) = y(x)w(x) , on 
obtiendra les équations 


D C@)e@) ste) DAC (C 
tee x(x) (eu? 


(x) @ (x) 
(CS) = me DT de mj) 


£a + L'AR 


9. Si la fonction f(x) est la somme ou la différence de 
plusieurs fonctions o(x), x(x), il est évident, d’après la 
définition même du résidu et du résidu intégral, que le 
résidu intégral de la somme de ces fonctions sera égal à la 
somme de leurs résidus intégraux : on aura donc 





É (ea x(atete.) = É((e(r)) + L((x(a))E. … ete. 


6. Si la fonction f(x) est le produit d’une autre fonc- 
tion F(x) par un facteur constant a, on aura aussi 


É((aF(x)) = a é((F(x)) 


Cette dernière équation est un cas particulier de celle que 
nous avons établie plus haut, 


(tx) (2) = (7 ) + Le) 


équation qui correspond à l'équation différentielle 
d.uv — udv —+ vdu. 


7. Soit, de plus, f(x,z) une fonction des deux va- 
riables indépendantes +, z, et supposons que l'équation 
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I 
x, 2) 
indépendantes de la variable z; si l’on désigne par x; 
l’une de ces racines, il est clair que le résidu de la fonc- 
d f(x, 2) 
dx 
rera pas de la dérivée relative à z du résidu de la fonction 
J (æ, z); car ces deux quantités se réduiront l’une et 


— 0, résolue par rapport à +, fournisse des racines 


tion dérivée , Correspondant à x — x, ne diflé- 


f 
s € ; 
l’autre au coeflicient du rapport — dans le développement 
£ 


de l'expression f(x, + €, z + es’), suivant les puissances 
ascendantes des accroissements €, €”. 


En eflet, pour avoir le résidu de la fonction f(x, 2), 
correspondant à æ — x,, il faut poser æ—x,+e et pren- 


dre dans le développement de f(x, +e, z), le coefh- 


. I . . . r . r 
cient de —; puis, pour avoir la différentielle de ce résidu, 
, | 


: : 1 $ 

il faut, dans ce coeflicient de —, changer z en z + e',dé- 
£ 

velopper et prendre le coefficient de &” qui sera évidem- 


LA 
. £ » 
ment le coefficient de — dans le développement de 
; € 


JA SELS ze’). 


De mème, pour avoir le résidu de la différentielle, il 
faut d’abord dans f(x, z) changer z en z + &', prendre 
le coefficient de €’, y changer x en x, + €, et dévelop- 


° I M. V4 e 
per; le coeflicient de — sera le résidu cherché et sera aussi 
€ 


le coeflicient de - dans le développementde f(x,+e, 24e); 


donc, etc. 


Cette remarque pouvant s'étendre aux diverses racines 


a , I ; 4) 
de l'équation =——> = 0 que l’on suppose indépendantes 


f (x, z) 
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de la variable z, on en conclura 


pere ) __ dE((F 8) 


dz 


c'est-à-dire que le résidu intégral de la différentielle est 
égal à la différentielle du résidu intégral. 

Nous conclurons plus tard de ce théorème que l’inté- 
grale du résidu est égale au résidu de l'intégrale. 


8. Ce que nous venons de dire sur les principes du cal- 
cul des résidus suffit. I reste à faire connaître une de ses 
principales applications. 

Application à la transformation d’une fonction qui 
devient infinie pour certaines valeurs, et à la décomposi- 
tion des fractions rationnelles en fractions simples. 


En supposant que la fonction f(x) devienne infi- 
nie pour x —x,, mais de telle sorte que le produit 
(x — x;}" f(x) = f(x) conserve une valeur finie, nous 
avons trouvé 


f(x;) RE da 7 LES Fm) 
(C2) ra) 1e 20) RER 


I (x —zx;) A I 
qu 1.2.3 …(m-1) FOR) 





EE Cm) RER 
EE een SA) 
Posons 

Ï 


Di: 2 pie) MS LS 
1.2.3 M: [er +0 (x — x) = 9 (x), 


p(x) aura généralement pour x = x, une valeur fimie 


Cm) { 
ee , et par conséquent, en retranchant de la fonc- 
LEO" OATIT 


tion f(x) la somme 





tin) 
(x-æ,)" 








; f"(æ,) : ÉCTTTE,) 
re 


Conan no (ex) "10.3. (m1) x) M 
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on obtiendra une nouvelle fonction o(x), qui ne deviendra 
plus infinie pour x = x, ; or cette somme de fractions 
peut, à l’aide du calcul des résidus, se mettre sous une 
forme très simple. 

En effet, on a évidemment, d’après ce que nous avons 
dit sur les résidus et la manière de les calculer, . 


PDA (pee) pe) 


(r— x)" 1.2.3...(m—1) (((x—x,)")) 





d’où l’on tire, en posant m—1=n, x = 2, 
eue La 
su MEME ((z— x) CT ÿ 


Si, dans cette dernière Ai , On fait tour à tour 


ni, A — 2, mms À RE (om À (ee 





PE ( 
Me) gene) pe 


1.2 (((z—2:)3))" 1.2.3...(m—1) ((z— 2,}") 

















Ua) (x) x-m © (GG —2:)") 


En faisant entrer sous le signe a. qui se rapporte à z, 


I 


ï 
les quantités -———, — .,. qu’on peut regar- 
q (@— 2)" (x —x,)n-r? q |! 8 
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der comme constantes, réduisant au même dénominateur 
et observant que le résidu de la somme est égal à la somme 
des résidus, on obtiendra successivement 


: f (z 
A De CS CS RS NL 





ALL S f(z) (r—2x, M —(2—2x,)" pris 
Aa) (x—x;)"(((z—2)*) =. px): 
x) - RC } f(z)(z-x,)" PECNTEEM 
J(@) Lou ane Pen (æ- 2) P(æ) 


Le second des résidus du premier membre, ou le ré- 
sidu de la fonction 








LOT à SL à; 
(GC —x,)"(2—2,)" (x —2) (x — x)" (x —2)? 


relatif à z == x,, est évidemment nul, puisque cette 
fonction ne devient pas infinie pour z — x, ; on a donc 
plus simplement 


n(e) carpe 
PO Pa 2) 


? ou, en mettant pour f(z) sa valeur JG) — x)", 


* f(z)(—2x,) ESA F(z)(z— x) OUR 
One (CEE D ed md re 2.) 





Il résulte de cette dernière équation que, pour déduire 
de la fonction f(x), qui devient infinie lorsqu'on suppose 
x= x,, une autre fonction qui conserve dans la même 
hypothèse une valeur finie, il suffit de retrancher de 1pE0) 
une somme de fractions rationnelles équivalentes à l’ex- 


pression ei De ns c'est-à-dire au résidu de la 
SE) 
æ—5 





. fonction relatif à z — x. 
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9. Concevons maintenant que l’on veuille déduire de 
la fonction f (x) une autre fonction qui ne devienne in- 
finie pour aucune des racines x, Xe,...x, de l'équation 


Mir) =, 7 — 0, il suffira évidemment de retrancher 


de f(x) la somme des résidus de la fonction ce cor- 


respondant aux valeurs z=x,, z —x:,... qui peuvent 
rendre cette fonction infinie, ou le résidu intégral de 


f()). 


1 Em 


cette fonction représenté par la notation g WU) « done 


si l’on pose 
None q() 


la fonction o(x) conservera une valeur finie pour toutes 
les valeurs finies réelles ou imaginaires de la variable x. 
On pourra donc toujours décomposer une fonction don- 
née en deux parties, dont l’une soit la somme de fractions 
rationnelles, et dont l’autre ne devienne jamais infinie. 

10. Dans le cas particulier où f(x) désigne une fraction 
rationnelle, la fonction o(x), qui est ce qu’on obtient 
quand dela fonction donnéeon retrancheunesérie defrac- 
tions rationnelles, ne peut être qu’une fraction de même 
espèce, mais qui ne puisse jamais devenir infir:e, ou dont 
le dénominateur ne puisse jamais s’évanouir. Dès-lors le 
dénominateur de (x) doit être constant, et o(x) ne peut 
être qu’une fonction entière de x. 





De plus, si dans la fraction rationnelle f(x) — . ) 


degré du dénominateur surpasse le degré du numérateur, 
cette fonction s’évanouira re des valeurs infinies de x, 


(2) 


Hip e 


ainsi que l expression EU Il devra donc en être 


aussi de même de la fonction entière (x). Mais une 
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fonction entière qui s’évanouit pour x — doit être 
identiquement nulle. On aura donc, dans cette hypothèse, 


CC(e))) 


= 0 je) = € UE), 


à l’aide de cette formule, on pourra décomposer, dans tous 
les cas possibles, la fraction rationnelle f(x) en fractions 
simples. 
10 s [JF 1 
HIS ZTrempies. 10 IAA PE EL L 

on aura 
FETE HAN) SR IR tn pese | J'64 

&) ee PR PET CE 


Pour calculer le premier résidu, il faut multiplier la 
fonction sous le signe ds par (z — 1), différentier, et 


faire z — 1. On trouve de cette manière 
Jaerl al seu him à 2 Liusho Reese 
(æ—2)(((2—1)))(2+:1) 41) SRE 


on trouve plus facilement encore 








Î 1 I 
Caen +1) 
on aura donc 


Li ï LI ; 1 he I 








GED rt ee 
p ET (x—.2,)(x —x,)...{æ — Zn) 
on trouvera 
: f(x) pi VIA, RS fe. : NN ; 
CAR ee Mer Me 
a CE PEL 
Ur: 





+. + 








À 


(xi—2,)(t, — 23). (x, — Lm) L — TL; 
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et par suite 
Ca Eee) (er (peurs) tan 
(T; —x,)(t; —Z3)... (41 — Zn) 
(x—x,\(x —x,)(x —x3).…. (TZ — Zn) 


' (Xm— D) (ar RE) 1: pe (ru Lm L} 


f(x). 


Cette dernière équation est la formule d’interpolation de 
Lagrange. 


12°. Reprenons l'équation f(x) — oi (CFD) 
Lie 7, 
Si après avoir multiplié ses deux membres par x, on at- 
tribue à la variable x une valeur infinie, et si l’on désigne 
par la valeur correspondante du produit xf(x), on aura 


2) = E (0) 


T 
et en passant à la limite, 


É= CCS (E))) 


Si la quantité /° s’évanouit, on aura simplement 


É((F(G))) = 0. 


Cette dernière formule subsistera toutes les fois que dans 
la fraction rationnelle, désignée par f(x), la diffé- 
rence entre le degré du AÉDONNRTEUE et celui du nu- 
mérateur sera supérieure à l'unité; alors, en effet, dans 





xe(x 
le produit x f(x) — 7, le degré du dénominateur est 
L 
encore plus grand que celui du numérateur, et ce produit 
s'évanouira par conséquent quand on fera x — 0e. 
Si la quantité F était égale à l’unité, ce qui aurait lieu 


g(x) 


par exemple si dans la fraction rationnelle a)’ le degré 
x 


du dénominateur surpassait d’une unité seulement le 
degré du numérateur, et si de plus les coefhcients de la 


ET 32 
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plus haute puissance de x au numérateur et au dénomi- 


nateur étaient égaux, on aurait 





BEM PIE CN FORCE NS 





on aura 
MURON Eee CEE 
< 1e (x, — æ,)(as — &3) +. (2: —Zm) 
LT; L, 
rs NPIT MEURT EU 


(x, — x)... (2, — Zn) (rs = 2) 


la somme du second membre sera égale à o si 2 << m—1, 
et égale à l’unité si 7 = m — 1, ce qu’on savait déjà. 


“5 Q ae 


[ 
= 
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QUARANTE-DEUXIÈME LECON. 


Principes élémentaires du calcul direct aux différences finies. 


Soit y — f(x) une fonction quelconque de la variable 


x, et À un accroissement quelconque attribué à cette va- 


riable; f(x + h) — f(x) est ce qu'on appelle la diffé- 
rence finie de la fonction y; on désigne cette même dif- 
férence par la notation Ay, ou À f(x); en sorte qu’on a, 
en supposant | 


(Gi) = f(x), @) 4y=fe+4)— f(x). 


Lorsqu'on suppose y — x, l'équation précédente devient 


AT =}. 


La différence finie de la variable x n’est donc autre chose 
que l'accroissement À attribué à cette même variable. 

Si l’on prend successivement pour y différentes fonc- 
ons de x, on obtiendra pour Ay autant de valeurs cor- 
respondantes qui seront fonctions de x et de 2. On trou- 


vera, par exemple, en supposant 


D 4.0 —h, 


LR fi 6 VE Ce Ay=a(x+h)—ax—ah, 
ef} 10 NNRRE Ay=atth—at—{(at—;)at, 
LE ie AU Ay = en (et À) pas — (oh yjear, 


7 : L : fah\ | ah 
= sinax, ... Ay —Sin({ar + ah)—sinax-= 2 sin (=) cos | ax mL 


sAY=l(x+h) — 1x =] Te 
Ju 
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Enfin si l'on prend 3 — x”, m désignant un nombre 
entier, on trouvera | 
m(m-—1) 


| m F1 m 
A == COPIER ET RES ER Re CUIR 5 EAQr Dig + AT 





Les différences finies des fonctions de fonctions, des 
fonctions composées, se déduiront avec la même facilité de 
l'équation (2). On peut même faire à ce sujet quelques 
remarques qu'il importe de retenir. 


Soi ent d’abord 
Vita, u' = RAtn 


u désignant une fonction de la variable x, et a une quan- 
té constante; on aura 


Ay=aF(x+h)—aF(x)=a[F(x +h)—F(x)|—=aau. 
Soient, en second lieu, 
j=u+er+w+...etc., u —=F(x), o = F(x), w=—= f(x), 


u, v, w désignant diverses fonctions de la variable x, on 
trouvera 


ay = F(x + h) + Fx +) + f(x +h) + 
— F(x) — F(x) — f(x) —...—= Au + 40 + aw HE ….. 


Enfin si l’on suppose 
Y = au + bo + cw + ..., 


u, v, w désignant des fonctions de la variable x, et à, b, c 
des quantités constantes, on trouvera encore de la même 
manière 

AY = Au + bAv + eaw + .... 
Si l’on prend pour y un polynome entier du degré 7, ou 
si l’on fit 


Ve AR TE) DEF RANEERCEARNEE + x + L, 
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On aul'a 
APN LT RE UbA RATER, PEU RAT. 


D'ailleurs A.x",A.x"-!,... Axsont des fonctions rationnel- 

les de xet de 2, dont une seulement, savoir, A.x", est par 

rapport à x du degré 7 — 1, les autres étant d’un degré 

inférieur. La différence finie d’un polynome en x du de- 

gré 7 est donc un nouveau polynome en x du degré 7 —1. 
Revenons maintenant à l'équation générale 


Aÿ = f(x + h) — f(x); 


lorsque l’on considère l'accroissement de la variable x 
comme une quantité constante, la valeur de Ay déterminée 
par cette équation est une nouvelle foncuon de x. La dif- 
férence finie de cette nouvelle fonction, savoir À. Ay,estce 
qu'on appellela différence finie du second ordre de la fonc- 
tion y; on la désigne, pour abréger, par 4°y. De mème, la 
différence finie de A°y est ce qu’on appelle la différence 
finie du troisième ordre de la fonction y ; on la désigne, 
pour abréger, par A°y, et ainsi de suite. En général, lors- 
qu'on a pris 2 fois de suite la différence finie de la fonction 
Y, le résultat est ce qu’on appelle la différence finie du 
n°" ordre de la fonction y, et s’indique par la notation 
A'y. On a donc 


A?Y Ê A.AY; A$y Ses A.A?y = AAAY et AY — A ANT 1ÿ, 


Les différences finies des divers ordres d’une fonction Ÿ 
s’obtiennent avec la même facilité que la différence finie 
du premier ordre, et peuvent quelquefois s'exprimer 





d’une manière très si mple. Supposons par exemple y—=«&* 
En prenant plusieurs fois de suite les différences finies 
des deux membres de l’équation précédente, on trouvera 


Nyse (a — 1)af, 
Ame d(ar — 1) 4,4% fat — fur, 
A$y — (at aa. 1) A.at — (a! PE DFA, 


v 
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et, en général, 
Aa? — (a HU re 
Cette dernière formule sera souvent employée dans ce 
qui va suivre. 
Supposons en second lieu y — au; u désignant une 
fonction de x, et a une quantité constante, on trouvera 


successivement 
AM, rap, 
AY Pa NU 
Afy = aAu. 


De même, si l’on avait y — u + sv + w, on en conclu- 
rait généralement : 


Any = Au + Ag + Aw, 
et l'équation 

Y = au + bv + cw + etc. 
entraînerait également la suivante, 


ay — aMu + Dao + cAw + etc. 


Il ne sera pas inutile de fixer un moment notre attention 
sur les différences finies des fonctions rationnelles et en- 
tières de la variable x. 

Soit 7 le degré d’une semblable fonction, et 


Y = at + be +, + kx + 1 


cette fonction elle-même. Sa différence finie du premier 
ordre, en vertu de ce qui a été dit plus haut, sera un po- 
Iynome en x du degré 7 — 1. Par la même raison, sa 
différence finie du sccond ordre sera un polynome en x 
du degré 7 — 2 etc. Enfin, la différence finie de l’ordre 
n sera un polynome du degré zéro, c’est-à-dire une quan- 
tité constante. 

La différence finie de l’ordre 7 étant constante, toute 


ve 
L/ 
EH 


ER Te € 
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différence finie d’un ordre supérieur sera évidemment 
nulle, Ainsi les différences finies d’un polynome du de- 
eré n s'évanouissent lorsqu'elles sont d’un ordre supé- 
rieur à ce degré. Ce résultat subsiste évidemment dans le 
cas même où le polynome se réduirait à un seul terme. 
On trouvera, par exemple, 


amiiat 00, . 1, AMtriat = 0, etc. 


La différence finie de l’ordre # d’un polynome du degré 
étant une quantité constante, on peui être curieux de 
connaître la valeur de cette même quantité. Soit donc 


y = ax + bat... + 4x + |. 


Si l’on prend » fois de suite les différences finies des deux 
membres de l'équation précédente, on aura 


AP — AM 2 bal ra tære= rent. 2. 


Reste maintenant à déterminer la valeur de A",x’: or on 
a déjà trouvé 


ù nnr—1! il 
Ad = nhL TE =, ——— han? etc. 
| LE 
Si l’on prend n — 1 fois de suite la diflérence finie des 


deux membres de la formule précédente, en ayant égard 
aux équations 


RCA SN EN O ANT Ip — Or, LIGNES RO! 
on obtiendra la suivante 
ARTE A gt — NnhANTE QT, 


ou, Ce qui revient au même, 


Aa = RhARTE NTI, 
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On trouvera de la méme manière 


ART tn IR NTTERRRSS 
NÉLANENNNT 
NOTÉE 


En multipliant respectivement ces diverses équations 
l’une par l’autre, et supprimant dans le résultat les fac- 
teurs communs, on trouvera 


INR RS QE DS PEN EE 1) 2h". 


Cette valeur de A".x", substituée dans la formule 
A"y — a À".x", fera connaître la valeur de A”y dans le 
cas où l’on suppose y — ax" + bx"-"... + etc., et lon 
aura pour cette même valeur : 


API APE 


Supposons maintenant généralement 
x = f(æ). 


Si l’on prend plusieurs fois de suite les différences finies 
des deux membres de l’équation précédente . on en con- 
clura successivement, 


Ay = A. f(x) = f(x + h) — f(x), 
Aya. f(x +h)—a.f(x)=f(x+2h)—f(x+h)—f(x+4)+4f" (2) 
fee 24) ae EE 

A$y= A. f(x +2h)—24./f{x+h)+ A. f(x) 
—=f(x+3h)—-f(x+2h)—2f(x+ 2h)+of(x+h)+fx+h)—f(x) 
= f(x +3h) —3f(x+2h)+3 f(x +h)— f(x), 
et ainsi de suite. 

Si l’on fait, pour plus de commodité, 


CE + h) 1 Yes TA ed 2h) A 
et en général 
fa + nh) = yn; 
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les équations précédentes deviendront 


ET — CRE BTE TV» 
AN Ja 7 2: + D 
AY — Y3 — 371, + 37: — 7. 


On trouvera de même, en général, 


: n n (n—1) 
ré — Pn Er PL = f 


Mas et POS SEE 1906 





2 


Pour démontrer rigoureusement cette formule, on com- 
mencera par observer que la valeur de A”y, obtenue par 
des calculs semblables à ceux qui précèdent, est nécessai- : 
rement une fonction linéaire des quantités y, Yi, Y25+:Yn5 
puis on déterminera cette même fonction à l’aide du 
théorème suivant. 


Tuéorëme 1°. Pour déterminer une fonction linéaire 
des quantités y, Y,, Ya... Yns il suflit de calculer la va- 
leur particulière que reçoit cette fonction dans le cas où 
lon suppose y—a”; de remplacer, dans cette valeur par- 
ticulière, a* par l'unité, a” par y; de développer le résul- 
tat obtenu suivant les puissances ascendantes de y, et de 
substituer dans le développement 


“ à à PF ils 


2x à ne; 
NAN ENS 
NE DRE AS de 
Yn à J' 


c'est-à-dire de remplacer les exposants par des indices. 


Démonstration. Soit en effet 


AFo + Br: +: Ca, 4 
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la fonction linéaire dont il s’agit, À, B, C, etc., désignant 
des quantités constantes. Si l’on fait y — a*, on trouvera 

Pire tds Fr 

AD, En à: à 
et par suite la fonction x obtiendra la valeur particulière 
qui suit 

at (A + Bal + Ca +...); 

et pour en déduire la fonction proposée elle-même, il 
suflira évidemment de poser 4° = 1,a*— y, et de rempla- 
cer les exposants de la lettre y par des indices, la variable 
= f(x) étant censée correspondre à l'indice o, ou, en 
d'autres termes, les deux expressions y, et y étant con- 
sidérées comme synonymes. 


Au moyen du théorème qu’on vient d'établir, on dé- 
terminera facilement la valeur de A’y en fonction de 


Jo T Ta are NS SAR: 


En effet, A'y devant être une fonction linéaire de ces 
mêmes quantités, on pourra déduire sa valeur générale de 
la valeur particulière correspondante à y = a’; or, en 
supposant y — a*, on a déjà trouvé 


AY — a (af M 1)". 


Si dans le second membre de cette équation on remplace 
a* par l'unité, et 4” par y, on obtiendra la formule sym- 
bolique 

My = (x — ii}: 

Si l’on développe le second membre de cette formule 
suivant les puissances ascendantes de y, et que l’on rem- 
place dans ce développement les exposants par des indices 
et y° par y, on trouvera, pour la valeur générale de A'y, 





NI = Fa oh nr CN: VOOR ma rc ï° 
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Nous venonsd'exprimer À”y en fonction de y, y,, y,.. 
On peut réciproquement exprimer y, en fonction de 
y, Ay, dy, etc. On y parvient de la manière suivante : 
On tire de l'équation 


LE rt Pt À Ji TAF» 
ou, si l’on fait y — f(x), 
| Fa + k) = f(x) + A. f(x). 


Cette dernière équation subsiste, quelle que soit la fonc- 
tion f(x). Si l’on y met successivement à la place de f (x) 


f(x+h), f(x+2h), f(æ+nbh), 
on obtiendra les suivantes : 
f(æ+oh) =f(x+h)+a.f(x + h), 
f(x + 3h) = f(x + 2h) + AS (x + 2h), 
ent =/f{x+(n—1)k] + a. ffr+(a— x) ai, 
ou, ce qui revient au même, 
Ya = Yi + AV: 
3 = Va + AY) 


vuiatere Ta) v pv e sUe2 Serre e.:v 


aléteur mlele der d'a» .t » 0: 2718 


Vn —= fn: me AYn-" 


Si dans la première des équations précédentes on remet 
pour y, sa valeur y + AY, on trouvera 


Va = Ti + M: = J + AY HA HAN = 7 +24 +4 y. 

De même, si l’on remet cette valeur de y: dans l'équation, 
°y3 = ,) 20 HR 

on trouvera 


: |. | NC APS AY + AY + 24 + A y 
= Y + 347 + 342y+ y 
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En continuant de mème on trouvera généralement 


n(n—1) 





02 
Then ne AY + 


It 
TA È AT Se ++ TOR ON + AY. 


Pour démontrer rigoureusement cette formule, on com- 
mencera par observer que la valeur de y, obtenue par des 
calculs semblables à ceux qui précèdent est nécessaire- 
ment une fonction linéaire des quantitésy, Ay, y, A'y ; 
puis l’on déterminera cette mème fonction à l’aide du 
théorème suivant : 

THéorëme 2°°. Pour déterminer complétement une 
fonction linéaire des quantités y, Ay, AY, etc., il suffit 
de calculer la valeur particulière que reçoit cette fonction 
dans le cas où l’on pose y — «*, de remplacer dans cette 
valeur particulière a* par y, ah par 1 + À, de déve- 
iopper le résultat obtenu suivant les puissances ascen- 
dantes de À, et de substituer dans ce développement, à 


chaque produit de la forme À” X y, la différence finie A"y. 
Démonstration. Soit 


Ay + Bay + CAr. 


la fonction linéaire dont il s’agit. Sa valeur particulière 
correspondant au cas où l’on suppose y = a* sera 


[A + Bat — 1} + C (af — 1)2...]as. 


Si, dans cette valeur particulière, on remplace &* par y, 
a} par 1 + À, on obtiendra l'expression 


(À + BA + Ca + .…..)y = Ay + BAX y + CAM XX y... 


et si, dans cette dernière, on considère Ay, Ay, etc., 
comme représentant, non les produits de À, À? par y, 
mais des diflérences finies du premier, du second or- 
dre, etc., on retrouvera évidemment la fonction linéaire 
proposée. 

Cherchons, à l’aide de ce théorème, la valeur générale 
de y, en fonction de y, Ay, A’ y... On trouvera d'abord, 
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en faisant y — a”, 
Ve a+ nh. 
Si, dans le second membre de cette équation, on rem- 
place &* par y, a! par 1 + À, on obtiendra la formule 
symbolique 
Mn (1 + AY: 

En développant cette dernière et substituant aux pro- 


duits Ay, A°y les différences finies qui s’écrivent de la 
même manière, on trouvera 


PIN 


n 





ñ 
E OU Pr COL OUR RAIN se M 


ce qu'il s'agissait de démontrer. 
Dans la dernière lecon, nous avons démontré les deux 
équations 


n ñ 
AY = Ja Ju + +. FE r 
ñ ñ 
= fe +ah) + fe + (ei) ES (e + LEA PO TE À 
n n 
MR VT Ent) y US MA DAT HAT, 


et nous avons remarqué que l’on pouvait présenter ces 
deux équations sous une forme symbolique en écrivant 


= (y ee Èf FRA + A} y. 
Nous allons maintenant donner HHRAUES applications 
de ces mêmes formules. 
Si l’on suppose dans la première y —x", m étant un 
nombre entier inférieur à 2, AÀ".x" étant alors égal 
Zéro, on trouvera 


(eh — a+ (nr — L'APÉNEER(T + AERe— 6: 


Si l’on suppose au contraire y — x", on aura, comme on 
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l’a fait voir dans la dernière lecon, 

ARDENNES 
et par suite 


(x + rh) — {x + (re Al. Er es .nh?. 


Si dans les formules précédentes on fait x = o, les deux 
membres de chacune d’elles deviennent divisibles par 7" 
ou k", et l’on en tirera 


nn — — (7 nr (nr — 2)" —etc. — 0, 
n (nr —1) 
a" SRE SES — (2 — 2)" — etc. = 1:2.3...n. 


La dernière de celles-c1 sert à démontrer le théorème de 
Wilson , savoir, que le produit 1.2.3...7, augmenté de 
l'unité, devient divisible par 7 + x, toutes les fois que 
n +1 est un nombre premier. Ainsi, par exemple, le 
produit 1.2.3.4 — 24, augmenté de l'unité, devient di- 
visible par 5. Le produit 1.2.3.4.5.6— 1720, augmenté 
de l'unité, devient divisible par 7. 

La démonstration de ce théorème, fondée sur la série 
que je viens de rapporter, a été donnée par Lagrange 
dans les Mémoires de Berlin, et par Euler dans ses Opus- 
cules analytiques. Ceux qui desireront en connaître les 
détails les trouveront dans la T'héorie des nombres de 
Legendre, à la tête de la seconde partie. 

Je passe maintenant aux applications que l’on peut faire 
de la formule 

f(x+nh) = y +ar - . fre A2y + etc. 
Si l’on suppose dans cette formule rh —k, x = x, et que 
l’on désigne respectivement par y, » AY 05 A°Yor ElC., Ceque 
deviennenty, Ay, À°y, etc., en vertu de l'hypothèse 
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D—= TX, On aura 


À AYo À kF—haAy, 
Don Hi Ne 





CRRREZ 


S1 l’on fait dans cette dernière x,, + k — X, on trouvera 


X PT Lo AŸo (X— de) (X— Lo— h) A Jo 
I ei —— OR SRE Le DRE UE PRET 
1 k m2 k2 








F(K)= To + —- etc. 
Toutefois, cette dernière équation suppose queX—x,—k# 
est un multiple de 4. 

En recourant à des équations du genre de LTÉE que 
nous avons déjà nommées équations symboliques, on peut 
retrouver d’une manière très élégante et très simple les 
deux formules fondamentales du calcul aux différences 
finies. La notation D, indiquera, comme nous l’avons 
déjà admis, que l’on prend la dérivée par rapport à x, et 
les dérivées successives d’une fonction quelconque y de x 
seront représentées par les notations D, y, D;7,... D’ y. 
On aura dès-lors, en vertu de la formule de Taylor, 








DU mn te 


de 


Cette équation symbolique subsiste quel que soit y, ceque 
l’on Res en écrivant 


| h 
Là Ts Moda Dir 


ou, ce qui revient au même, 





(1 +aA)r us ( 
\ 





Pat CLC.? 


ou plus si mplement 


1I+A = ehDe, 


De cette dernière équation symbolique on tire 


Le Aer "—\, 
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et par conséquent 
NC Ce — QnhDe __T (n—1)RDe 
I 


+ — D n—a)eDe Ne (e 


ou, ce qui revient au même, à cause des équations 


FE = f(x+h)=etD:, (x +nh) = yr = enhDe,. 


RE Manet AU ee RD etc... y = ya += nur 
o nhD n (re Et 
29 6 (HAN = 1 on + 2 n7,, + 4, 
c'est-à-dire 
nhD> 7e (2 ML) 1) 
e Pi VIENNE ACDERES 
1,25 
ou, ce qui revient au même, 
n(n —1) 


Vin — sé —— nAY PERRET PET E AY... Ame 


Nota. En indiquant par Du, Du, Du les dérivées 
d’une fonction u = F (x, y, z), prises par rapport à 
Æ,Y, 3..., la formule de Taylor, étendue au cas d’un 
nombre quelconque de variables indépendantes, pourra 
se mettre sous la forme 


AU — ehDr+iD,+4AD,.. ess 


» 


Nous verrons plus tard à combien d’heureuses transfor- 
mations cette formule peut conduire, et quels immenses 
avantages on pourrait retirer de l'emploi habituel des 
notations D,, D,, D, .... 


— mt" (} dm — 
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PREMIÈRE NOTE. 


SUR UNE MÉTHODE NOUVELLE D’INTERPOLATION ; 


Par M. Caucuawy. 


Dans les applications de l’analyse à la Géométrie , à la 
Physique, à l’Astronomie,.… deux sortes de questions se 
présentent à résoudre : il s’agit, 1° de trouver les lois 
générales des figures et des phénomènes, c’est-à-dire la 
forme générale des équations qui existent entre les di- 
verses variables ; par exemple, entre les coordonnées des 
courbes et des surfaces, entre les vitesses, le temps, les 
espaces parcourus par les mobiles, etc... ; 2° de fixer en 
nombres les valeurs des paramètres ou constantes arbi- 
traires qui entrent dans l'expression de ces mêmes lois, 
c'est-à-dire les valeurs des coeflicients inconnus que ren- 
ferment les équations trouvées. Parmi les variables on 
distingue ordinairement, comme l’on sait, celles qui peu- 
vent varier indépendamment les unes des autres, et que 
l’on nomme pour cette raison variables indépendantes, 
d'avec celles qui s’en déduisent par la résolution des di- 
verses équations, et qui se nomment fonctions des varia- 
bles indépendantes. Considérons en particulier une de 


AO. 5 
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ces fonctions , et supposons qu’elle se déduise des variables 
indépendantes par une équation ou formule qui renferme 
un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre 
d'observations ou d'expériences, dont chacune fournira 
une valeur particulière de la fonction correspondante à 
un système particulier de valeurs des variables indépen- 
dantes, suflira pour la détermination numérique de tous 
ces coefhicients ; et, cette détermination faite, on pourra ob- 
tenir sans difficulté de nouvelles valeurs de la fonction cor- 
respondantes à de nouveaux systèmes de valeurs des varia- 
bles indépendantes, et résoudre ainsi ce qu’on appelle le 
problème de l’interpolation. Par exemple , si l’ordonnée 
d’une courbe se trouve exprimée en fonction de l’abscisse 
par une équation qui renferme trois paramètres, il sufhra 
de connaître trois points de la courbe, c’est-à-dire trois va- 
leurs particulières de l’ordonnée correspondantes à trois 
valeurs particulières de l’abscisse, pour déterminer les trois 
paramètres ; et, cette détermination effectuée, on pourra 
sans peine tracer la courbe par points en calculant les co- 
ordonnées d’un nombre aussi grand que l’on voudra de 
nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe com- 
pris entre les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute 
son étendue, le problème de l’interpolation consiste à 
déterminer les coefficients ou constantes arbitraires que 
renferme l’expression des lois générales des figures ou des 
phénomènes , d’après un nombre au moins égal de points 
donnés, ou d'observations, ou d'expériences. Dans une 
foule de questions les constantes arbitraires entrent au 
premier degré seulement dans les équations qui les ren- 
ferment. C’est précisément ce qui arrive lorsqu'une fonc- 
tion est développable en une série convergenie ordonnée 
suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une 
variable indépendante, ou bien encore suivant les sinus 
ou cosinus des multiples d’un même are. Alors il s’agit de 


7 
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déterminer les coeflicients de ceux des termes de la série 
que l’on ne peut négliger sans avoir à craindre qu'il en 
résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonction. 
Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées 
pour cet objet, on doit distinguer une formule tirée du 
calcul des différences finies, mais applicable seulement 
au cas où les diverses valeurs de la variable indépendante 
sont équidiftérentes entre elles, ei la formule de Lagrange 
applicable, quelles que soient ces valeurs, à des séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de la va- 
riable indépendaute. Toutefois cette dernière formule 
elle-même se complique de plus en plus à mesure que 
l’on veut conserver dans le développement de la fonction 
en série un plus grand nombre de termes; et ce qu’il y à 
de plus fâcheux, c’est que les valeurs approchées des di- 
vers ordres correspondantes aux divers cas où l’on conser- 
verait dans la série un seul terme, puis deux termes, 
puis trois termes,... s’obtiennent par des calculs à peu 
près indépendants les uns des autres, en sorte que chaque 
nouvelle approximation, loin d’être rendue facile par 
celles qui la précèdent, demande au contraire plus de 
temps et de travail. Frappé de ces inconvénients, et con- 
duit par mes recherches sur la dispersion de la lumière à 
m'occuper de nouveau du problème de linterpolation, 
j'ai eu le bonheur de rencontrer pour la solution de ce 
problème une nouvelle méthode qui, sous le double rap- 
port de la certitude des résultats et de la facilité avec 
laquelle on les obtient, me paraît avoir sur les autres 
formules des avantages tellement incontestables, que je 
ne doute guère qu'elle ne soit bientôt d’un usage général 
parmi les personnes adonnées à la culture des sciences 
physiques et mathématiques. 

Pour donner une idée de cette formule, je suppose 
qu'une fonction de x, représentée par y, soit développa- 


2 
30 
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ble en une série convergente ordonnée suivant les puis 
sances ascendantes ou descendantes de x, ou bien encore 
suivant les sinus ou cosinus des ares multiples de +, où 
même, plus généralement, suivant d’autres fonctions de 
x que Je représenterai par 


Gr) = us pe) ru V2) RS 
en sorte qu'on ait mx 
(1) y = au + bo + co + ..., 


a, b. €, désignant des coefficients constants. Il s’agit 
° combien de termes on doit conserver dans 
le second membre de l'équation (1) pour obtenir une va- 
leur de y suffisamment approchée, dont la différence avec 
la valeur exacte soit insensible et comparable aux erreurs 
que comportent les observations; 2° de fixer en nombres 


les coefticients des termes conservés, ou, te qui revient 


de savoir, 1 


au même, de trouver la valeur approchée dont nous ve- 
nons de parler. Les données du problème sont un nombre 
suflisamment grand de valeurs de y représentées par 


is Vase. Vny 


et correspondantes à un pareil nombre 7 de valeurs de x 
représentées par Li, Lry.-:Xys Par conséquent aussi à 
un pareil nombre de valeurs de chacune des fonctions 
u,v, w,... valeurs que Je représenterai de même par 


Ur, ITS Un 
pour la fonction u, par 
Pro Vague: Dh 


pour la fonction », etc. Ainsi, pour résoudre le pro- 
blème , on aura entre les coeflicients inconnus &, b, c,.…. 
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AT 
— 
Re à : 


les z équations du premier degré 


Yi = AU + bo, + cw, +..., 
Ÿ2 — AU, + bv, + CW, +...) 


Yn = An + Ovn + cw, +.,., 


qui, si l’on désigne par ? l’un quelconque des nombres 
entiers 
192,.0>, 


se trouveront toutes comprises dans la formule générale 
Yi — al; + br; +. CAE 0 


On effectuera la première approximation en négligeant 
les coefficients D, c,..., ou, ce qui revient au même, en 
réduisant la série à son premier terme. Alors la valeur 
générale approchée de y sera 


Peau; 


et, pour déterminer le coeflicient &, on aura le système 
des équations 


(2) es — AU; ; V2 — AU, ,° a Vn — AU: 


Les diverses valeurs de &, que l’on peut déduire de ces 
équations considérées chacune à part, ou combinées entre 
elles, seraient toutes précisément égales si les valeurs 
particulières de y, que nous supposons données par l’ob- 
servation, étaient rigoureusement exactes. Mais il n’en 
est pas ainsi dans la pratique, où les observations compor- 
tent des erreurs renfermées entre certaines limites; et 
alors il importe de combiner entre elles ces équations de 
manière que, dans les cas les plus défavorables, l’in- 
fluence exercée sur la valeur du coeflicient & par les er- 
reurs commises sur les valeurs de y,, ÿ:,..., ÿ,, soit La 
moindre possible. Or, les diverses combinaisons que l’on 
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peui faire des équations (2) pour en tirer une nouvelle 
équation du premier degré , par rapport à a, fournissent 
toutes des valeurs de 4 comprises dans la formule générale. 


+73 ki T1 + PE KI 2 + He 
NU UN SU Un... Ann” 











que l’on obtient en ajoutant membre à membre les équa- 
tions (2) après les avoir respectivement multipliées par 
des facteurs constants k,, k,...,k,. Il y a plus; comme la 
valeur de a déterminée par cette équation ne varie pas 
quand on fait varier simultanément les facteurs Æ,, k:,...,k, 
dans le même rapport, il est elair que parmi ces fac- 
teurs, le plus grand (abstraction faite du signe) peut tou- 
jours être censé réduit à l'unité. Remarquons enfin que, 
si l’on nomme 


Er) 29 - «+ > Ens 


les erreurs respectivement commises dans les observations 
sur les valeurs de 


Fi» D 29 eve Vns 


la formule précédente fournira pour a une valeur appre- 
chée, dont la différence avec la véritable sera : 


F; £x + Re) TAC + Avtn 
ku, Au I RU 


Il faut maintenant choisir #,, k, ..., k, de telle sorte 

que, dans les cas les plus défavorables, la valeur numé- 

rique de cette différence soit la moindre possible. 
Représentons par 


Su; 


la somme des diverses valeurs numériques de u,, c’est-à- 
dire ce que devient le polynome 


mt * : + 


PREMIÈRE NOTE. 519 


quand on y dispose de chaque signe de manière à rendrè 
chaque terme positif. Représentons par Se; non la somme 
des valeurs numériques €, , €2s + + «En, Mais Ce que devient 
la somme’ Su; quand on y remplace chaque valeur de w, 
par la valeur correspondante de e;, Si l’on réduit à + 1 
ou à — 1 chacun des coefficients k,, k,, ...,k,, en choi- 
sissant les signes de manière que, dans le dénominateur 
de la fraction 








k; Ex hf rte TE ne Kate 
kate + kaus +... + Holy 





tous les termes soient positifs, cette fraction sera ré- 
duite à 

Se; 

Su, 


et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale 
au rapport 

E 

Su; 





si l’on désigne par E la somme des valeurs numériques 
de ;, ou, ce qui revient au même, la valeur numérique 
de Se; dans le cas le plus défavorable. D'autre part, en 
attribuant à k,, k,..., k, des valeurs inégales dont la 
plus grande { abstraction faite des signes) soit l’unité, on 
obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité 
dont la valeur numérique sera évidemment inférieure à 
Su;, tandis que la valeur numérique du numérateur pourra 
s'élever jusqu’à la limite E; ce qui arrivera effectivement 
si les erreurs €,, €»,...,€,, sont toutes nulles, à l’ex- 
ception de celle qui sera multipliée par un facteur égal, 
au signe près, à l'unité. Il en résulte que la plus grande 
erreur à craindre sur la valeur de & déterminée par la 


formule 
+ AY Te KV 2 + HV n 
Ta ku, + Au, +...+ Au, 
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sera la moindre possible si lon pose généralement 
Pr a, 2: 
en choisissant les signes de manière que dans lepolynome 
Au; + ka + ... + kiu, 


tous les termes soient positifs. Alors cette formule don- 
nera 

Sr: 

az 22%, 

Su; 
Sy; étant ce que devient la somme Su; quand on y rem- 
place chaque valeur de u; par la valeur correspondante de 
Yi, et l'équation y — au deviendra 


u 
— S ie 
d Su; Ji 
Si l’on fait pour abréger 
7 
(Mis Su. s 
on aura simplement 
Y = à Sri. 


Si l’on supposait généralement u—1, Péquation y = au, 
réduite à 
IF; 
exprimerait que la valeur de y est constante; et comme 


on aurait alors 


U I 
Œ— — = — 
Su; ñn' 


la formule y = Sy; donnerait 


I 
pes le 


* 


Donc alors on devrait prendre pour valeur approchée de 
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Y la moyenne arithmétique entre les valeurs observées ; 
et la plus grande erreur à craindre serait plus petite pour 
cette valeur approchée que pour toute autre. Cette pro- 
priété des moyennes arithmétiques, jointe à la facilité 
avec laquelle on les calcule, justifie complétement l'usage 
où l’on est de leur accorder la préférence dans l’évalua- 
tion des constantes arbitraires qui peuvent être détermi- 
nées directement par l'observation. 

Soit maintenant Ay le reste qui doit compléter la va- 
leur approchée de y fournie par l’équation 


Y  — aS Yi, 
en sorte qu'on ait 
Y = 4SY; + AT. 
Posons de même 
D — av; + Av, w —'aSw; + Aw, etc. 
On tirera de la formule y; —=au;+bv;+cw,<+etc., 
Sy: —= aSu; + bSv;, + cSw; + etc.; 


puis de cette dernière, multipliée par «, et soustraite de 


l'équation y = au + bv + bw + etc., 


(3) AY — DbAp + cAw + etc. 


Soient d’ailleurs a;, Ay;, Av;, Aw;,... ce que de- 
viennent les valeurs de «, Ay, Ar, Aw,... tirées des 
équations qui précèdent, quand on y remplace x par x,;, 
£ étant l’un des nombres entiers 1, 2,...7. Si les valeursde 


AŸz3 AYas-..:s AYn 


sont très petites, et comparables aux erreurs que com- 
portent les observatiens, il sera inutile de procéder à une 
seconde approximation, et l'on pourra s’en tenir à la va- 
leur approchée de y fournie par l'équation y = aSy;. Si 
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le contraire a lieu, il suflira, pour obtenir une approxi- 
mation nouvelle, d'opérer sur la formule (3), comme 
dans la première approximation l’on a opéré sur la for- 
mule y = au + br + çw + etc. 
Cela posé, désignons par 
S'Ap,; 
la somme des valeurs numériques de As, ; et par 


S'AT;;, S'Aw,, eic. . 


les polynomes dans lesquels se change la somme S'A, 
quand on y remplace chaque valeur de Av, par la valeur 
correspondante de Ay; ou de Aw:;,...; soit enfin 


Av 


N S’av; ‘ 


si l’on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série(1) 
le coefficient c du troisième terme et ceux des termes sui- 
vants, on devra prendre pour valeur approchée de Ay 


Ay == 6S'Ay:. 


Soit A° y le reste du second ordre qui doit compléter cette 
valeur approchée, et faisons en conséquence 


AY = GS'Ay:; + 427. 
Posons de même 
Aw — ‘CS'Aw; + A2w, etc. : 
on tirera successivement de la formule (3) 


AYi — bav; + cAwW; + etc., 
S'Ay; — bS'av; + cS'Aw; + etc. ; 


puis cette dernière, multipliée par 6 et retranchée de l’é- 


quation Ay = bAv + cAw + etc., 


API CAw + ' elc. 
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Soient d’ailleurs 6;, A°y;, Aw;,..., ce que deviennent 
les valeurs de 6, A°?y, A’w,..., tirées des équations qui 
précèdent, quand on y remplace x par x;, £ étant l’un des 
nombres entiers 1, 2,...7. Si les valeurs de 


A°Yx Gi A°Ÿ à RES | AY n 


sont très petites et comparables aux erreurs que com- 
portent les observations, il sera inutile de procéder à une 
nouvelle approximation , et l’on pourra s’en tenir à la va- 
leur approchée de Ay fournie par l'équation Ay—6S'Ar.. 
Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troi- 
sième approximation , d'opérer sur la formule qui donne 
ÀA°y, comme on a opéré dans la première approximation 
sur la formule (1). En continuant de la sorte, on obtien- 
dra la règle suivante : 

L’inconnue y, fonction de la variable x, étant suppo- 
sée développable en une série convergente 


(1) au + bo + cw +.,., 


Où 4, V, W,..., représentent des fonctions données de la 
même variable, si l’on connaît 7 valeurs particulières de 
y correspondantes à 2 valeurs particulières 


Tr Li... T n 


de x, si d’ailleurs on nomme ! l’un quelconque des nom- 
bres entiers 1,2,....,77, et Yi, U;, V;,...., Ce que de- 
viennent y, 4, V,..., quand on y remplace x par x;; 
alors, pour obtenir la valeur générale de y avec une ap- 
proximation suffisante, on déterminera d’abord le coef- 
ficient & à l’aide de la formule 


(1) u — aSu;, 


dans laquelle Su; désigne la somme des valeurs numé- 
riques de w;, et la différence du premier ordre Ay à laide 
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de la formule 
(III) MOTTE aSŸ; FA T4 

Si les valeurs particulières de Ay, représentées par Ay,, 
AY2:,-.., AY,, sont comparables aux erreurs d’observa- 
tion , on pourra négliger Ay et réduire la valeur appro- 
chée de y à 

aS Y ;. 
Dans le cas contraire, on déterminera 6 à l’aide des 
formules 


(IV) ea + dv, an = CS'a, 


S'Av; étant la somme des valeurs numériques de As;, et 
la différence du second ordre A'y à l’aide de la formule 


(V) Ay —= 6S'AY + Ar. 
Si les valeurs particulières de A?y, représentées par A°y,, 
À°Ys,..., A°y,, sont comparables aux erreurs d’observa- 
tion, on pourra négliger A°y et réduire en conséquence 
la valeur approchée de y à «Sy; + 6S'A y. 


Dans le cas contraire, on déterminera y par les for- 
mules 


(VI) w—aSw;+aw, Aw—CS'Aw; + A7w, Aw—yS"A?w;, 


S'A?w, étant la somme des valeurs numériques de A’w,, 
et la différence du troisième ordre Afy par la formule 
(VII) dy — yS"4y; + Myetc. 
Ainsi, en définitive, en supposant les coefhicients «&,6,7,... 
déterminés par le système de ces équations, etc., on de- 
vra calculer les différences des divers ordres représen- 
tées par 
AVS AY Tree 

ou plutôt leurs valeurs particulières correspondantes aux 
valeurs x,,x:,..., x, de la variable x, jusqu’à ce que 
l’on parvienne à une différence dont les valeurs particu- 
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lières soient comparables aux erreurs d'observation. Alors 
il suffira d’égaler à zéro la valeur de cette différence tirée 
du système des équations (LL), (V), (VIL),... pour ob- 
tenir avec une approximation sufhlisante la valeur de y. 
Cette valeur générale sera donc 





y=aSy;, où y —=a4aSy;+6S'AyY; ou etc. 


suivant que l’on pourra, sans erreur sensible, réduire la 
série à son premier terme , ou à ses deux premiers termes... 
Donc, si l’on nomme "1 le nombre des termes conservés, 
le problème de l’interpolation sera résolu par la formule 


YF =aSy; + SS'Ayi+yS'A2 y; + etc. 
le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui ren- 
ferme A”-"y.. 


Il est bon d'observer que des formules précédentes on 
tire non-seulement 


0 D hiis SYi— 008 YO, D Yes LelC.s 
mais encore 
SAP, — 0; Sd, — 0, SAw; — 0, S'Aw; — 0, etc. .., 

et 
SAy;—0 ; S427;—0,S'4°y;—0, S4$y;—0, S'Afy;—0,S" 47; 0,2. 
Ces dernières formules sont autant d'équations de condi- 
tion auxquelles doivent satisfaire les valeurs particulières 
de «, 6,7,..., ainsi que celles des différences des divers 
ordres de u, ’, w,..., y;et il en résulte qu'on ne peut 
commettre dans le calcul de ces valeurs particulières au- 
cune erreur de chiffres sans en être averti par le seul fait 
que les équations de condition cessent d’être vérifiées. 

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’in- 
terpolation sont les suivants : 


1°. Elles s'appliquent aux développements en séries, 
quelle que soit la loi suivant laquelle les différents termes 
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se déduisent les uns des autres , et quelles que soient les 
valeurs équidifférentes ou non de la variable indépen- 
dante ; 

2°, Les nouvelles formules sont d’une application très 
facile, surtout quand on emploie les logarithmes pour le 
calcul des rapports &, 6, y,..., et des produits de ces rap- 
ports par les sommes des diverses valeurs des fonctions ou 
de leurs différences. Alors, en effet, toutes les opérations 
se réduisent à des additions ou à des soustractions. 

3°. À l’aide de ces formules les approximations succes- 
sives s’exécutent avec une facilité de plus en plus grande, 
attendu que les différences des divers ordres vont géné- 
ralement en diminuant; 

4°. Ces formules permettent d'introduire à la fois dans 
le calcul les nombres fournis par toutes les observations 
données, et d'augmenter ainsi l'exactitude des résultats 
en faisant concourir à ce but un très grand nombre d’ex- 
périences ; 

5°. Elles offrent encore cet avantage, qu’à chaque ap- 
proximation nouvelle, les valeurs qu'elles fournissent 
pour les coeflicients a, &, c,... sont précisément celles 
pour lesquelles la plus grande erreur à craindre est la 
moindre possible ; 

6°. Ces formules indiquent d’elles-mêmes le moment 
où le calcul doit s'arrêter, en fournissant alors des diffé- 
rences comparables aux erreurs d'observation ; 

7°. Enfin les quantités qu’elles déterminent satisfont à 
des équations de condition qui ne permettent pas de com- 
mettre la plus légère faute de calcul, sans que l’on s’en 
aperçoive presque immédiatement. 

On trouvera dans les nouveaux £xercices de Mathé- 
matiques de nombreuses applications de ces formules 
d’interpolation. 
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DEUXIÈME NOTE. 


SUR LA 
CONDITION DE CONVERGENCE 


DE LA SÉRIE QUI DONNERAIT LE DÉVELOPPEMENT DE LA PLUS 
PETITE RACINE DE L' ÉQUATION y — X COS . 


Si ce volume , dont J'aurais voulu faire l’expression 
complète de la science actuelle, n'avait pas crû au-delà de 
toutes mes prévisions , J'aurais placé ici une exposition 
simple et facile de deux des plus importants travaux de 
M. Cauchy, ayant pour objet la résolution des équations 
littérales ou numériques de tous les degrés, et des équa- 
tions transcendantes. Forcé de m'arrêter, je donnerai 
seulement un exemple de la résolution des équations 
transcendantes ; cette application est d'autant plus néces- 
saire, qu’elle complétera une des plus belles théories ex- 
posées dans ces leçons. 

Nous avons dit que la plus petite racine y, de l’équa- 
tion y — x cos y sera développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x pour 
tout module inférieur au plus petit de ceux qui répondent 


aux équations simultanées : 


Y ÉD T. sin Le 
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dont la seconde ‘peut ètre réduite à cot y = — ÿ, ou peut 
être remplacée par la formule 


COS + Y.SIN Y —10: 


Quand on développe sin y et cos y, cette dernière formule 
devient 


Or si l’on nomme Ÿ le module de la variable réelle ou 
imaginaire y, le module du polynome qui précède ne 
pourra pas surpasser la somme des modules de ses divers 
termes, savoir 


à le HE 1 _ ; w? : 
UN PARSE: Â L22, 8400 FE 
D'où il résulte que l'équation coty = — y n’admettra 


point de racines réelles ou imaginaires dont les modules 
soient inférieurs à la racine positive" unique de l’équation 


Y? 1  Yé I Y6 


ant a Lau G et GNU 


ou, ce qui revient au même, de l'équation 


A He INR 
CE US SRE 
Œ 2 





qu'on peut encore présenter sous l’une ou l’autre des deux 
formes 





CNE RE 


, 2Y —A(Y Hi) <l(Y= 10 


D'ailleurs cette racine, supérieure à l’unité, en vertu de 


la formule 
2 
NE En 
et SE 


DEUXIEME NOTE. 929 
sera, en vertu de la formule 


Y:2 1 V4 ‘ Y° 
Er 


2 RARES 3146 Ut ae 


inférieure à la racine positive de l'équation 





vi LP Y2 

RAR NET EME 

2 2084 
c'est-à-dire au nombre Von ne = "1,2100 RL 
si l’on pose dans l’équation 2Y—I(Y+1)+I(Y—1)= 0, 
Y = 1,2 + ci, sera renfermé entre les limites — 0,2 


et 0,1. Cela posé, en considérant 1,2 comme une pre- 
mière valeur approchée de la racine positive Y de cette 
dernière équation, on obtiendra facilement, par l'emploi 
de la formule de Taylor, de nouvelles valeurs de plus en 
plus approchées. En effet, désignons par F(Y) le pre- 
mier membre de cette équation, par a la valeur appro- 
chée de la racine Ÿ, et par & + x sa valeur exacte, on 
aura 


F(Y)=F(a+i)=F(a)+iF'{(a + 0i); 


9 indiquant un nombre inférieur à l'unité, et les valeurs 


de F'(Y), F'(a + 6r) étant 


2. 2 
1—Y—? 





F'(Y) ms 2 








et comme on aura encore 


f 


21,2, F(a)=2a—1( 0 


EST | 34 


\ L 
AR ) = 2,4 — Ü(11)—=0,002105, 
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on trouvera définitivement 


1—(1,2+'i)? 
7 ; 


i = — 0,00210 


En vertu de cette dernière équation , non-seulement t sera 
négatif, mais de plus sa valeur numérique sera inférieure 
au produit 
sn NP) RE : 
0,00210 nt — 0,0003216, 
et par suite supérieure au produit 


—(1,2—0,0003216)7? 


1 
0,00210 #0,000921708 


2 


Donc, en poussant l’approximation jusqu'aux millioniè- 
mes, On aura 


i——0,000321, Ÿ— 1,2 — 0,000 321....—1,199678.... 


Cette dernière valeur de Y représente donc une limite in- 
férieure que ne peuvent pas dépasser les modules des va- 
leurs de Y qui vérifient l'équation 


COE TES Er PNR OIL EEE SES EE 


- 1.3 4 Tia 16 


Mais ces modules peuvent atteindre la limite dont il s’a- 
git, puisqu'on satisfait à la dernière de ces équations en 
supposant y — Ÿ V—1—1,199678...V/—1, ou en pre- 
nant pour Ÿ la racine positive de l'équation 

d'a 1 Yi I 4] 

re 


: Da io 326 COUES 


Ce n'est pas tout; comine, en vertu des équations 
°— æCOSY, COS Y +YSiNy —= 0, 
on à 


sÉ PA 


1 2 Crea e EEE 


CoOSY sin ÿ” 








(4e 
Co 
— 
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on en conclura 


&? — y” es J VE 4 , 


cos?y  Ssin?y  Cos?y—+sin?y 











=== Fig. + F4 


et par conséquent, si l’on suppose le module Y de y égal 
ou supérieur au nombre 1,199 678. .., le module corres-” 
pondant de x sera égal ou supérieur à 





VV V/(1,199678...) — 1 — 0,662 742...., 


qu'il atteindra, si l'on suppose y — 1,199 678... VER 
Donc le plus petit des modules de x qui répondent aux 
équations y — x cos y, cot y —= — y, sera 0,662742..., 
et par conséquent la plus petite racine de l’équation 





yY= «cosy sera développable en série conyergente or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de x pour tout 
module de x inférieur au nombre 0,662742..., et l’on 
se trouve ainsi ramené immédiatement à uu résultat au- 
quel M. Laplace est parvenu par une analyse pénible et 
des calculs assez longs, dans ses deux Mémoires sur la 
convergence de la série qui fournit le développement du 
rayon vecieur d’ane planète suivant les puissances ascen- 
dantes de l’excentricité. 


FIN DU PREMIER VOLUME. 
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Me. Fig 29. 
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RL Leçons de Cudeul diffèrent. 
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